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Analyse des erreurs d’arrondi sur les nombres a virgule flottante par
programmation par contraintes

Résumé

Les nombres a virgule flottante sont utilisés dans de nombreuses applications pour effectuer
des calculs, souvent a I’insu de I'utilisateur. Les modeles mathématiques de ces applications
utilisent des nombres réels qui ne sont souvent pas représentables sur un ordinateur. En ef-
fet, une représentation binaire finie n’est pas suffisante pour représenter 1’ensemble continu
et infini des nombres réels. Le probleme est que le calcul avec des nombres a virgule flot-
tante introduit souvent une erreur d’arrondi par rapport a son équivalent sur les nombres réels.
Connaitre I’ordre de grandeur de cette erreur est essentiel afin de comprendre correctement le
comportement d’un programme. De nombreux outils en analyse d’erreurs calculent une sur-
approximation des erreurs. Ces sur-approximations sont souvent trop grossieres pour évaluer
efficacement I’impact de I’erreur sur le comportement du programme. D’autres outils calculent
une sous-approximation de I’erreur maximale, i.e., la plus grande erreur possible en valeur
absolue. Ces sous-approximations sont soit incorrectes, soit inatteignables. Dans cette thése,
nous proposons un systeéme de contraintes capable de capturer et de raisonner sur 1’erreur pro-
duite par un programme qui effectue des calculs avec des nombres & virgule flottante. Nous
proposons également un algorithme afin de chercher I’erreur maximale. Pour cela, notre al-
gorithme calcule a la fois une sur-approximation et une sous-approximation rigoureuses de
I’erreur maximale. Une sur-approximation est obtenue a partir du systéme de contraintes pour
les erreurs, tandis qu’une sous-approximation atteignable est produite a 1’aide d’une procédure
générer-et-tester et d’une recherche locale. Notre algorithme est le premier a combiner a la fois
une sur-approximation et une sous-approximation de I’erreur. Nos méthodes sont implémen-
tées dans un solveur, appelé FErA. Les performances sur un ensemble de probleémes communs
sont compétitives : I’encadrement rigoureux produit est précis et se compare bien par rapport
aux autres outils de I’état de I’art.
Mots-clés : programmation par contraintes, nombres a virgule flottante, erreur d’arrondi, analyse
d’erreurs, contraintes sur les erreurs, optimisation
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Floating-point numbers round-off error analysis by constraint
programming

Abstract

Floating-point numbers are used in many applications to perform computations, often without
the user’s knowledge. The mathematical models of these applications use real numbers that are
often not representable on a computer. Indeed, a finite binary representation is not sufficient to
represent the continuous and infinite set of real numbers. The problem is that computing with
floating-point numbers often introduces a rounding error compared to its equivalent over real
numbers. Knowing the order of magnitude of this error is essential in order to correctly under-
stand the behaviour of a program. Many error analysis tools calculate an over-approximation
of the errors. These over-approximations are often too coarse to effectively assess the impact of
the error on the behaviour of the program. Other tools calculate an under-approximation of the
maximum error, i.e., the largest possible error in absolute value. These under-approximations
are either incorrect or unreachable. In this thesis, we propose a constraint system capable of
capturing and reasoning about the error produced by a program that performs computations
with floating-point numbers. We also propose an algorithm to search for the maximum error.
For this purpose, our algorithm computes both a rigorous over-approximation and a rigor-
ous under-approximation of the maximum error. An over-approximation is obtained from the
constraint system for the errors, while a reachable under-approximation is produced using a
generate-and-test procedure and a local search. Our algorithm is the first to combine both an
over-approximation and an under-approximation of the error. Our methods are implemented in
a solver, called FErA. Performance on a set of common problems is competitive: the rigorous
enclosure produced is accurate and compares well with other state-of-the-art tools.

Keywords: constraint programming, floating-point numbers, round-off error, error analysis, con-
straints over errors, optimization
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CHAPITRE 1

Introduction

De nombreuses applications en ingénierie, mathématique, ou physique utilisent les nombres a
virgule flottante pour effectuer des calculs, souvent a I’insu de I’utilisateur. Ces applications vont
du logiciel embarqué dans une voiture [ Yamada, 1998], au machine learning [Kdster et al., 2017],
en passant par les modeles représentant des phénomenes physiques [Lee, 2014]. Les nombres uti-
lisés dans les modeles mathématique de ces applications sont souvent des nombres réels et ne sont
pas représentable sur un ordinateur. En effet, une représentation binaire finie n’est pas suffisante
pour représenter I’ensemble continu et infini des nombres réels. C’est pourquoi les nombres & vir-
gule flottante, qui sont une approximation discrete et finie des nombres réels, sont utilisés a leur
place. Tous les nombres réels n’ont pas d’équivalent exact dans 1I’ensemble des nombres flottants.
Le nombre réel % (aussi écrit 0,333 ...) avec un nombre infini de décimales, est approximé par
le nombre flottant 0,3333333433 *. Comme les nombres a virgule flottante sont basés sur une re-
présentation binaire, un nombre fini de décimales tel que %0 (aussi écrit 0,1) est représenté par le
nombre flottant 0,1000000015 . De plus, le résultat d’une opération sur deux nombres flottants
n’est pas toujours un nombre flottant, et doit donc €tre approximé vers un flottant proche. Par
exemple, I’opération 1 4 1 x 107'% donne 1,0000000001 sur les réels, mais est approximé par le
nombre flottant 1,0 en machine !. Cette approximation d’un réel vers un flottant est mise en place
a travers un opérateur d’arrondi et s’applique sur chaque valeur et opération élémentaire d’un pro-
gramme qui concerne les nombres a virgule flottante. Cette différence entre la valeur exacte d’un
nombre sur les réels ou d’un calcul sur les réels et sa valeur approximée sur les flottants est appe-
lée une erreur. Une erreur peut étre négligeable et méme compensée par d’autres erreurs dans un
programme, mais une accumulation d’erreurs peut avoir des conséquences désastreuses. En par-
ticulier dans un systeme cyber-physique : un programme informatique qui contrdle et commande
des entités physiques. De telles conséquences peuvent entrainer la mort d’étres humains [Gene-
ral Accounting Office, 1992] ou des pertes financieéres importantes [Quinn, 1983] sur les marchés
boursiers.

Pendant la premieére guerre du Golfe, en 1991, I’armée américaine a installée des missiles
Patriot [General Accounting Office, 1992] afin d’intercepter les missiles Scud ennemis. Le logiciel
installé dans ces missiles utilisait un entier pour compter le temps en dixieéme de seconde. Cet
entier était ensuite multiplié par % pour obtenir le temps en secondes. Le résultat de cette opération
est un nombre a virgule flottante. Mais comme % n’est pas un nombre flottant, arrondir sa valeur
introduit une erreur de conversion. Cette erreur, certes négligeable, a des répercussions dans la
suite du programme. En effet, le flottant représentant le temps en secondes était initialement stocké
sur 24 bits, mais le logiciel avait été mis a jour pour avoir une représentation plus précise du temps
sur 48 bits. Ces améliorations n’ont par contre pas été effectuées dans I’ensemble du code. Ainsi, la
différence entre deux mesures du temps, 1’une sur 24 bits et I’autre sur 48 bits, introduit une erreur

1. pour un nombre flottant sur 32 bits, avec un arrondi au plus proche pair.
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non négligeable pour I’estimation de la trajectoire du missile a intercepter. Une telle erreur est
proportionnelle a I’entier qui compte le temps en dixieme de seconde. En laissant fonctionner ce
logiciel 100 heures, la mesure du temps a dérivé d’un tiers de seconde, sous-estimant la trajectoire
du missile Scud ? en approche de 600 métres. L’erreur dans le calcul de la trajectoire a causé la
mort de 28 soldats américains et fait une centaine de blessés.

En 1982, la bourse de Vancouver [Quinn, 1983] a lancé un index boursier accumulant les
valeurs de 1’ensemble des 1 400 actions listées chez eux. Le résultat de cette somme était calculé
jusqu’a la quatriéme décimale et affiché jusqu’a la troisieme. Par contre, au lieu d’arrondir ce
résultat au nombre flottant le plus proche (a 3 décimales pres), il était tronqué : la quatricme
décimale était supprimée et oubliée immédiatement. Cette troncation était réalisée jusqu’a 3 000
fois par jour, causant une perte mensuelle de 25 $ pendant 23 mois. A la fin, la valeur de I’index
calculé était de 524,811 $ alors que sa valeur exacte était de 1 098,892 $.

Certaines de ces erreurs proviennent souvent d’'une mauvaise connaissance de 1’arithmétique
des nombres a virgule flottante par le programmeur et d’autres des limites intrinséques aux calculs
sur les nombres a virgule flottante. Pour la sécurité des logiciels critiques il est donc indispensable
de pouvoir calculer et détecter les erreurs produites, en particulier pour détecter les erreurs ayant
des conséquences désastreuses. Cette these se situe dans cette perspective et notre objectif est
de calculer la sur-approximation la plus précise possible par rapport aux erreurs actuellement
produites par un programme.

1.1 Contexte

Cette these s’inscrit donc dans 1’analyse de programmes, en particulier dans I’analyse d’er-
reurs d’arrondi issues de calculs sur les nombres a virgule flottante. Schématiquement, I’analyse
de programmes se divise en deux branches : 1’analyse statique et 1’analyse dynamique. L’ana-
lyse statique consiste a vérifier des propriétés d’un programme sans I’exécuter. Cette analyse est
souvent réalisée a partir du code source du programme et va travailler sur une interprétation de
ce dernier. Une analyse dynamique va au contraire exécuter le programme a vérifier afin d’étu-
dier son comportement et ses effets sur son environnement. Cette analyse travaille directement
sur I’exécutable du programme sur une machine donnée.De nombreuses méthodes en analyse sta-
tique et en analyse dynamique sont appliquées a 1’analyse d’erreurs. Ces méthodes calculent des
approximations d’erreurs pour s’assurer que le programme respecte sa spécification.

Dans le cadre de I’analyse dynamique la programmation par contraintes offre des méthodes de
résolution générique pour résoudre des problemes combinatoires [Gotlieb er al., 2000, Meudec,
2001, Sy et Deville, 2003, Gotlieb et Botella, 2003, Denmat et al., 2005, Collavizza et Rueher,
2007, Collavizza et al., 2010], en particulier pour le test de programme. Afin de pouvoir analyser
un programme avec des nombres a virgule flottante les contraintes ont été étendues aux nombres
a virgule flottante [Michel er al., 2001, Michel, 2002, Marre et Michel, 2010, Zitoun, 2018]. Les
contraintes sur les flottants ont principalement été appliquées a la vérification de programme, en
particulier a la génération de contre-exemples violant une propriété d’un programme a vérifier.

Nos travaux se situent a l’intersection entre la programmation par contraintes et 1’analyse
d’erreurs en vérification de programme.

2. Un missile Scud se déplace de 1 676 metres par seconde.
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1.2 Problématique : I’analyse d’erreurs en programmation par
contraintes

Cette these s’intéresse a I’analyse d’erreurs d’arrondi issues des calculs sur les nombres a
virgule flottante. Comme expliqué précédemment, une erreur dans un programme peut avoir des
conséquences désastreuses. Les méthodes existantes reposent sur une sur-approximation siire des
erreurs. Elles utilisent I’interprétation abstraite [Goubault et Putot, 2006, Goubault et Putot, 2011,
Moscato et al., 2017, Titolo et al., 2018], les séries de Taylor [Solovyev er al., 2015, Solovyev
et al., 2018], ou encore la programmation semi-défini positive [Magron et al., 2017]. Comme ces
approches sont basées sur une sur-approximation un probléme majeur de ces approches est celui
de faux positif, c’est-a-dire les erreurs qui sont détectées ne sont pas atteignable en pratique. Pour
éliminer ces faux positifs, il est nécessaire de calculer I’erreur maximale : I’erreur la plus grande,
en valeur absolue, que le programme peut atteindre. Il existe déja des approches qui cherche une
sous-approximation de cette erreur a travers un processus de génération et test [Chiang et al.,
2014] ou bien la programmation semi-défini positive [Magron, 2018]. Calculer exactement cette
erreur est trés couteux dans le cas général. L’ approche que nous proposons ici consiste a relaxer
ce probleme en cherchant un encadrement de 1’erreur maximale. Cet encadrement fournit des
garanties sur la distance entre la sur-approximation (ou sous-approximation) de I’erreur et I’erreur
maximale et permet ainsi de réduire les faux positifs.

La programmation par contraintes a déja été appliquée aux nombres & virgules flottantes [Mi-
chel et al., 2001, Michel, 2002, Marre et Michel, 2010, Zitoun, 2018].

Dans cette these, nous proposons de nouvelles méthodes de résolution en programmation par
contraintes bornant les erreurs produites lors des calculs via une analyse statique de programme.
D’autre part, nous utilisons la programmation par contraintes afin d’encadrer I’erreur maximale
sous forme de probleme d’optimisation.

1.3 Contributions

Nos contributions portent sur la définition de nouvelles méthodes de résolution en program-
mation par contraintes dédiées a 1’analyse statique d’erreurs d’arrondi dans les calculs sur les
nombres a virgule flottante. Elles peuvent étre séparées en deux parties. Plus précisement, nous
avons d’une part défini un systeme de contraintes spécifique pour 1’analyse des erreurs d’arrondi,
et d’autre part proposé un algorithme de branch-and-bound pour trouver 1’erreur maximale qu’un
programme est susceptible de produire.

Dans le systeme de contraintes pour I’analyse d’erreur d’arrondi, nous avons étendu la no-
tion de probleme de satisfaction de contraintes (ou CSP) aux erreurs et proposé une modélisation
capable de représenter ce probleme. Cette modélisation introduit des contraintes sur les erreurs.
Elle offre la possibilité de raisonner sur les erreurs d’un programme et d’exprimer des relations
entre erreurs. La partie résolution utilise un filtrage, a base de fonctions de projection, dédiées aux
erreurs. Ce filtrage profite des propriétés de 1’arithmétique des flottants pour réduire les domaines
représentants les erreurs. Ces domaines sont des intervalles sur les rationnels et permettent une
représentation exacte de 1’erreur, si le probleme a résoudre est dans Q. Sinon, I’erreur doit &tre
approximée.

Trouver I’erreur maximale produite par un programme est un probleme difficile dans le cas
général. Nous proposons un algorithme qui calcule rigoureusement un encadrement de 1’erreur
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maximale. Cet algorithme est basé sur un branch-and-bound et calcule deux bornes de 1’erreur
maximale. La borne supérieure est une sur-approximation inférée a partir de notre systeme de
contraintes pour 1’analyse d’erreurs. Elle permet de détecter certains faux positifs et de les sup-
primer. La borne inférieure est atteignable et est obtenue en combinant une instanciation aléatoire
des variables d’entrées du programme avec une recherche locale. Cette borne donne une garantie,
pour des cas donnés, qu’un programme s’exécute avec des erreurs pouvant causer des problemes.
L’originalité de notre approche réside dans le fait que nous calculons en méme temps une borne
inférieure et une borne supérieure de I’erreur maximale.

Ces méthodes sont implémentées dans un solveur de contraintes sur les flottants construit a
partir de FPCS [Michel ef al., 2001, Michel, 2002, Marre et Michel, 2010] et d’Objective-CP [Hen-
tenryck et Michel, 2013]. Notre prototype, FErA, est capable de résoudre a la fois des problemes
de satisfaction de contraintes, en produisant des intervalles sur-approximant les erreurs issues d’un
programme, et des probleémes d’optimisation sous contraintes, en produisant un encadrement ri-
goureux de I’erreur maximale.

Ces contributions ont fait I’objet de diverses publications dans des conférences natio-
nales [Garcia et al., 2018b], internationale [Garcia et al., 2020a], et des workshops [Garcia ef al.,
2018a, Garcia et al., 2020b].

1.4 Organisation du manuscrit

Le manuscrit est organisé de la facon suivante. Le chapitre 2 présente les notions sur les
nombres a virgule flottante et leurs erreurs nécessaires a la compréhension de nos travaux. La
programmation par contraintes est détaillée dans le chapitre 3, en particulier pour son utilisation
sur les nombres a virgule flottante. Le chapitre 4 présente les différentes techniques et méthodes
utilisées en analyse d’erreurs dans le cadre de la vérification de programme. Le chapitre 5 est
consacré a la programmation par contraintes dédiées aux erreurs issues de calculs sur les nombres
a virgule flottante. Le chapitre 6 introduit notre algorithme pour calculer un encadrement rigou-
reux de I’erreur maximale. Finalement, le chapitre 7 présente des expérimentations évaluant les
performances de notre approche par rapport aux autres méthodes existantes. L’ implémentation du
systéme de contraintes et de 1’algorithme pour encadrer I’erreur maximale est également détaillée
dans ce chapitre.
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Arithmétique
R ensemble des nombres réels
Q ensemble des nombres rationnels
F ensemble des nombres a virgule flottante
Z ensemble des nombres entiers
N ensemble des nombres entiers naturels
b,6,®,,® opérations arithmétiques sur [F
+,—, X, +,+/ opérations arithmétiques sur R
f fonction évaluée sur R
f fonction évaluée sur [F
x~ prédécesseur du nombre flottant x
xT successeur du nombre flottant x
o0 Infini
NaN Not-a-Number, nombre spécial dans [F
rnd opérateur d’arrondi dans F
[x] arrondi au plus petit entier strictement supérieure a
|| valeur absolue d’une valeur x
B base du format d’un nombre a virgule flottante

Intervalles et formes affines

a intervalle d’une variable a

a borne inférieure de I’intervalle a

a borne supérieure de I’intervalle a

[a, b] intervalle semi-ouvert sur la borne supérieure
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of i-eme coefficient, dans R, pour une forme affine
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Branch-and-bound
e erreur a maximiser
e* borne inférieure atteignable de I’erreur maximale
e borne supérieure de I’erreur maximale
S ensemble ordonné des bornes inférieures atteignables calculées
B boite, i.e., le produit cartésien des domaines de valeurs et des domaines
d’erreurs
L ensemble des boites a traiter
el borne supérieure des boites écartées
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CHAPITRE 2

Nombres a virgule
flottante

Les nombres a virgule flottante, ou nombres flottants, sont une approximation représen-
table en machine des nombres réels. Ils offrent un bon compromis entre plage de valeurs
et précision. Dans ce chapitre, Nous introduisons les notions de base liées aux nombres
flottants telles que leur représentation, leur arithmétique, ainsi que certaines de leurs
spécificités. La notion d’erreur, inhérente aux calculs sur les flottants, est également
présentée avec les mesures permettant de la quantifier.
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Les nombres a virgule flottante ont été introduit comme une approximation discréte et finie des
nombres réels. En effet, I’ensemble des nombres réels étant continu et infini, il est impossible de le
représenter dans un ordinateur a mémoire finie. Le standard IEEE 754 [IEEE, 2008] normalise les
nombres a virgule flottante, leurs formats, et les propriétés arithmétiques qui doivent étre respec-
tées en machine. Dans ce chapitre nous présentons les notions de base liées aux nombres a virgule
flottante nécessaires a la compréhension de nos travaux. Ces notions couvrent la représentation
des nombres flottants, les particularités de leur arithmétique par rapport a celle des réels, ainsi que
la notion d’erreur inhérente aux calculs sur les nombres a virgule flottante.

2.1 Représentation

Un nombre a virgule flottante est représenté par le triplet (s, m,e) ou s est le signe, m la
mantisse, et e ’exposant. Le signe s prend ses valeurs dans ’ensemble {0, 1}, la mantisse m est
de la forme d; . ds .. .d, avec d; € {0, 1}, ot p est la précision du nombre a virgule flottante, et
I’exposant e est un entier naturel borné en fonction du format de représentation utilisé. La mantisse
m est toujours précédé d’un bit implicit dy qui prend sa valeur dans I’ensemble {0, 1}. L utilisation
d’un biais b permet d’obtenir un exposant négatif, et donc de représenter a la fois des grands et des
petits nombres. La valeur d’un nombre a virgule flottante binaire est donnée, dans le cas général,
par la définition 2.1.1.

Définition 2.1.1 (Nombre 2 virgule flottante). (—1)° x dg.m x 2¢7°

2.1.1 Formats

Le standard IEEE 754 [IEEE, 2008] défini plusieurs formats en machines pour les nombres a
virgule flottante. En pratique, deux de ces formats sont le plus souvent utilisés : un format simple
précision (souvent noté float) sur 32 bits et un format double précision (souvent noté double) sur
64 bits. Le tableau 2.1 donne la taille des éléments du triplet (s,m,e) et la valeur du biais b pour
chacun de ces formats.

Table 2.1 — Principaux formats des nombres a virgule flottante dans le standard IEEE 754

Format s m e b

simple (32 bits) 1bit 23 bits 8 bits 127
double (64 bits) 1bit 52bits 11 bits 1023

2.1.2 Nombres normalisés

Les nombres a virgule flottante normalisés couvrent la plus grande partie de la plage de flot-
tants disponibles en machine. Un nombre normalisé (voir définition 2.1.2) s’écrit avec son bit
implicite, dg, a 1, et son exposant e prend une valeur entre 0 et sa valeur maximale ' exclus.

Définition 2.1.2 (Nombre 2 virgule flottante normalisé). (—1)° x 1.m x 2¢7°

1. La valeur maximale est de 255 pour un flottant 32 bits et de 2047 pour un flottant 64 bits.
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Figure 2.1 — Distribution des nombres a virgule flottante

Les nombres normalisés ont une distribution non uniforme : la densité de flottants est plus
grande vers 0 que vers les infinis, comme montré dans la figure 2.1. En effet, la moitiée des
nombres a virgule flottante se trouve dans I’intervalle [—1, 1]. Ces nombres flottants sont regroupés
par binade ?, ot les nombres flottants ont tous le méme exposant e. Dans une binade, les nombres
flottants sont a égale distance et chaque binade contient la méme quantité de nombres flottants.
Cette distribution variable des nombres a virgule flottante permet de représenter de grande plage
de valeurs.

L’exemple 2.1.1 donne quelques valeurs de nombres & virgule flottante normalisés.

Exemple 2.1.1 — Le plus grand nombre a virgule flottante normalisé positif sur 32 bits est
011111110111111111111111111111115 =~ 3,40282346639 x 10*® avec s = 0, m =
2 — 2723 et e = 254, tandis que le plus petit nombre flottant normalisé positif sur 32 bits est
0000 0000 1000 0000 0000 0000 0000 00002 == 1,1754943508 x 10738 avec s = 0, m = 20 et
e=1

2.1.3 Nombres dénormalisés

Les nombres a virgule flottante dénormalisés sont introduit dans le standard IEEE 754 pour
éviter d’arrondir a O le résultat d’une opération qui serait plus petit que le plus petit nombre nor-
malisé représentable dans le format utilisé. Un nombre dénormalisé (voir définition 2.1.3) s’écrit
avec son bit implicite, dy, et son exposant e a 0.

Définition 2.1.3 (Nombre 2 virgule flottante dénormalisé). (—1)° x 0. m x 20°

Lutilisation de ces nombres offre une transition plus lente vers 0 et conserve une certaine
précision sur le résultat d’une opération. Les nombres dénormalisés sont distribués de maniere
égale entre 0 et le plus petit nombre normalisé positif (de méme pour les négatifs). L’ exemple 2.1.2
donne quelques valeurs de nombres a virgule flottante dénormalisés.

Exemple 2.1.2 — Le plus grand nombre a virgule flottante dénormalisé positif sur
32 bits est 000000000111111111111111111111115 = 0,999999988 x 27126
1,1754943367 x 10738, 1l est proche du plus petit flottant normalisé positif 27126 =~
1,1754943508 x 10738, Le plus petit nombre a virgule flottante dénormalisé positif sur 32
bits est 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0001 2 ~ 1,401298 4643 x 10~*. En dessous de
ce nombre, le prochain nombre a virgule flottante est 0.

2.1.4 Nombres spéciaux

Le standard IEEE 754 défini plusieurs nombres spéciaux servant de représentations aux zéros,
aux infinis, et aux Not-a-Number (ou NaN). Un nombre & virgule flottante est égal a 0 quand
son exposant et sa mantisse sont tout les deux égaux a 0. Le zéro partage donc avec les nombres

2. Une binade est représentée par I’intervalle semi-ouvert [2", 2" 71|,
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dénormalisés la valeur de ’exposant. A noter que cette représentation du zéro peut avoir un signe
positif, noté +0, ou signe négatif, noté —0. En général, la seule différence entre —0 et +0 est la
propagation du signe a travers les autres opérations arithmétiques d’une expression.

L’infini, ou oo, se caractérise par un exposant fixé a la valeur maximale et une mantisse a 0. La
valeur maximale de I’exposant n’est jamais utilisé pour un nombre a virgule flottante numérique.
Un infini peut étre positif, noté 4-co, ou négatif, noté —oco. Ces valeurs sont obtenues lorsque le
résultat d’une opération a un dépassement de capacité (overflow en anglais) : la valeur du résultat
est trop grande pour étre représentée dans le format choisi.

Un NaN, est représenté avec un exposant a sa valeur maximale et une mantisse non nulle.
Le signe n’est pas important pour cette valeur et peut &tre positif ou négatif. Un NaN est
le plus souvent utilisé pour signaler le résultat d’une opération non définie sur les réels :
%, +00 — 400,v/—1,... Il existe deux types de NaN : les qNaN et les sNaN. Un gNaN, pour
quiet NaN, est silencieux et se propage a travers la plupart des opérations sans lever d’exception.
La valeur de son premier bit de mantisse, d; est toujours de 1, alors que les autres bits prennent
une valeur dans I’ensemble {0, 1}. Un sNaN, pour signaling NaN, leve une exception pour 1’opé-
ration qui I’a produit et, si approprié, est transformé en qNaN afin d’étre propagé dans le reste des
opérations. Contrairement a un gNaN, le premier bit de la mantisse d’un sNaN est nul, tandis que
le reste de sa mantisse contient au moins un bit non nul. Le support des sNaN est laissé a I’appré-
ciation de I'implémentation au niveau du langage de programmation. En général, les sNalN sont
utilisés pour détecter I’utilisation de données non initialisées [[EEE, 2008], e.g., en initialisant ces
données avec des sNalN avant I’exécution du programme. La table 2.2 donne la représentation des
nombres spéciaux en fonction du format de nombres a virgule flottante choisi.

Table 2.2 — Représentation des nombres spéciaux

Valeur e m S
+0 0 0 0
-0 0 0 1
+00 emaz O 0
—00 €emaz 0 1
NaN emaz >0 {0,1}

2.2 Arithmétique des nombres a virgule flottante

Les nombres flottants étant une approximation représentable en machine des nombres réels,
leur arithmétique est caractérisée par des regles spécifiques. Elle utilise un opérateur d’arrondi
pour approximer une valeur sur les réels ou le résultat d’une opération vers un nombre a virgule
flottante proche. De ce fait, certaines propriétés classiques sur les réels, comme I’associativité ou
la distributivité, ne sont pas conservées sur les flottants. L’absence de ces propriétés rend d’autant
plus difficile la réécriture d’une expression sur les flottants sans impacter son résultat.

2.2.1 Opérateur d’arrondi

Le standard IEEE 754 propose un opérateur d’arrondi, noté rnd, pour arrondir un nombre réel
vers un nombre flottant proche. Cet opérateur d’arrondi est appliqué sur chaque valeur et opération
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élémentaire. En fonction du mode d’arrondi choisi, le nombre réel sera arrondi vers le plus petit
(resp. plus grand) nombre flottant strictement plus grand (resp. plus petit) que le nombre réel a
arrondir.

Le standard IEEE 754 [IEEE, 2008] introduit la notion d’arrondi correct pour certaines opé-
rations. Une opération mathématique est dite correctement arrondie si son résultat sur les flottants
est la valeur représentable la plus proche, en fonction du mode d’arrondi choisi, du résultat mathé-
matique exact. Cela revient a évaluer une opération exactement, puis a arrondir son résultat vers
un nombre a virgule flottante représentable proche. L’arrondi correct est défini pour les opérations
arithmétiques suivantes : G, S, ®, ©,®. L'exemple 2.2.1 illustre la notion d’arrondi correct sur
une opération élémentaire.

Exemple 2.2.1 — Soit I’addition x @ y sur les nombres a virgule flottante. Cette opération est
arrondie correctement d’apres le standard IEEE 754 [IEEE, 2008]. L’équation 2.1 donne la formule
pour calculer cette opération correctement.

x®y=rnd(x+y) (2.1)

L’opération est d’abord évaluée exactement, x + y, puis son résultat est arrondi correctement
a I’aide de I’opérateur d’arrondi, rnd.

D’autres opérations mathématiques, comme les fonctions transcendantes (sin, cos, tan, log,
...), n’ont pas obligation d’étre arrondies correctement d’apres le standard IEEE 754. Cet arrondi
est laissé a I’appréciation de I’'implémentation de 1’arithmétique des nombres a virgule flottante et
peut donc varier grandement d’un systéme a I’ autre.

2.2.1.1 Modes d’arrondi

Le standard IEEE 754 défini 5 modes d’arrondi répartis en deux catégories : 1’arrondi dirigé
et I’arrondi au plus proche.

Larrondi dirigé va, a partir d’une direction donnée +o00, —o0, ou z€ro, arrondir une valeur z
vers un nombre a virgule flottante proche. L’arrondi vers 400, ou arrondi vers le haut, revient a
arrondir vers le plus petit nombre a virgule flottante supérieur ou égal a x. L’arrondi vers —oo,
ou arrondi vers le bas, revient a arrondir vers le plus grand nombre & virgule flottante inférieur ou
égal a x. L’arrondi vers zéro, ou troncation, est équivalent a un arrondi vers —oo (resp. +00), si le
nombre a arrondir est positif (resp. négatif).

Larrondi au plus proche revient a arrondir x vers le nombre flottant le plus proche. Contrai-
rement aux arrondis dirigés, cet arrondi prend le nombre a virgule flottante a moindre distance de
x, qu’il soit plus grand ou plus petit que x. Si la valeur a arrondir est a égale distance des nombres
flottants les plus proches, deux choix sont possibles : arrondir vers le nombre pair ou loin de zéro.
Le premier va arrondir vers le nombre a virgule flottante avec une mantisse paire, tandis que I’ar-
rondi loin de zéro va effectuer un arrondi vers le haut (resp. vers le bas) dans le cas d’un nombre
positif (resp. négatif). Par défaut, les ordinateurs effectuent un arrondi au plus proche, avec égalité
vers le nombre pair. Il est souvent noté comme un arrondi au plus proche pair. Cet arrondi est
celui choisi pour le reste du manuscrit, sauf si précisé autrement.

La table 2.3 reprend 1’idée des modes d’arrondi et présente des exemples d’arrondi de nombres
a virgule flottante vers des entiers pour les différents modes.
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Table 2.3 — Arrondi de flottants vers des entiers pour les 5 modes d’arrondi du IEEE 754

Mode d’arrondi +1.5 425 —-15 =25
au plus proche pair +2 +2 —2 —2
au plus proche loin de zéro  +2 +3 —2 -3
vers zéro +1 +2 -1 -2
Vers 400 +2 +3 -1 -2
vers —oo +1 +2 —2 -3

2.2.2 ulpetufp

L’ulp, ou unit in the last place, et I’ufp, ou unit in the first place, sont des unités de mesures
de la précision des nombres a virgule flottante. Ils correspondent respectivement au dernier et au
premier bit d’un nombre flottant.

2.2.2.1 ulp

L’ulp est souvent utilisé pour borner I’erreur des opérations sur les nombres a virgule flottante.
Cette mesure correspond a la distance entre deux flottants consécutifs. La définition 2.2.1 est issue
de [Muller, 2005] et offre un bon compromis entre les différentes définitions de 1’ulp proposées par
Kahan [Kahan, 2004], Harrison [Harrison, 1999], et Goldberg [Goldberg, 1991]. Cette définition
est valide pour x positif. Elle s’étend par symétrie aux valeurs négatives.

Définition 2.2.1 (ulp — unit in the last place). Si x est un nombre réel qui se trouve entre deux
flottants consécutif a et b, sans étre égal a I’'un d’entre eux, alors ulp(z) = |b — a, sinon ulp(z)
est la distance entre les deux flottants les plus proches de . De plus, ulp(NaN) est égal a NaN et
ulp(0) est égal a 0.

0 siz =0
b—a] sia<z<bb=atet|z|]<L

2.2
|t —x~| siz=aVax=bet|z|<L (22)

ulp(z) =
L — L~ sinon

Dans I’équation 2.2, a et b représentent les deux nombres a virgule flottante les plus proches
du réel z. a™ (resp. a~) désigne le nombre a virgule flottante successeur (resp. prédecesseur) de
a. L est le plus grand nombre a virgule flottante numérique représentable dans un format donné.

2.2.2.2 ufp

L’ufp a été introduite par S. M. Rump dans [Rump er al., 2008] comme une alternative a I’ulp
pour borner I’erreur issue des opérations sur les nombres a virgule flottante. Elle a été utilisée
pour calculer des approximations des erreurs dans [Jeannerod, 2015, Jacquemin ef al., 2018]. La
définition 2.2.2 donne la formule de 1’ufp.
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Définition 2.2.2 (ufp — unit in the first place).

0 sizx =20
ufp($) - {ﬂ]'logﬂmﬂ sinon

Pour = € R et avec (3 la base du format des nombres a virgule flottante. [z] est I’arrondi au plus
petit entier strictement supérieur a x. En général, le standard IEEE 754 privilégie (5 égal a 2.

L’ulp et ’ufp sont liées par I’équation 2.3, donnée dans [Jeannerod, 2015], ou u est I'unité
d’arrondi (unit roundoff en anglais) et est égale a % 1P, p étant la précision d’un nombre
virgule flottante.

ulp(z) = 2uufp(x) (2.3)

2.2.3 Propriétés

L arithmétique des nombres a virgule flottante est différente de celle des nombres réels et ne
conserve pas les mémes propriétés. En mathématique, 1’addition et la multiplication de réels sont
associatives, mais cette propriété n’est pas toujours verifiée sur les nombres & virgule flottante,
comme affirmé par I’équation 2.4.

da,b,c €F,(a®b) Dec#ad (bDc) (2.4)

Cette perte d’associativité est due a 1’opérateur d’arrondi qui approxime le résultat de chaque
opération et introduit une imprécision dans la suite des calculs. L’exemple 2.2.2 illustre la perte
d’associativité a partir d’une expression calculant trois additions.

Exemple 2.2.2 — Prenons a = 1 x 107!, b = 2 x 107!, et ¢ = 3 x 107! en double précision avec
un arrondi au plus proche pair.

(a @ b) ® ¢ = 6,000000 0000000009 x 107!
a® (b c) =59999999999999998 x 10!

Ici, le choix de I’addition évaluée en premier impacte le résultat de I’expression sur les
nombres a virgule flottante.

La distributivité est une autre propriété de 1’addition et de la multiplication sur les réels qui
n’est pas conservée sur les nombres a virgule flottante, comme illustré par I’équation 2.5.

dabceF,a® (bdc)#aRbDa®c (2.5)

Comme pour la perte d’associativité, la différence entre ces deux expressions vient de I’opé-
rateur d’arrondi. L’exemple 2.2.3 montre cette perte de distributivité sur une expression calculant
le produit d’un nombre flottant avec la somme de deux autres nombres flottants.

Exemple 2.2.3 — Prenons a = 1,00 x 10?2, b = 1 x 107!, et ¢ = 2 x 107! en double précision
avec un arrondi au plus proche pair.

a® (b® c) = 3,0000000000000003553 x 10!
aRbPa®R®ec=3,0x 10!
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L’ absence d’associativité et de distributivité dans I’arithmétique des nombres a virgule flottante
empéche le plus souvent la réécriture d’une expression sans impacter son résultat, contrairement
a ce qui pourrait se faire sur les réels. Cette différence entre I’arithmétique des flottants et 1’arith-
métique des réels vient de I’opérateur d’arrondi. Un tel opérateur, utilisé sur chaque opération
élémentaire, est a I’origine des erreurs sur les nombres a virgule flottante.

2.3 Erreurs et nombres a virgule flottante

Les nombres a virgule flottante sont une approximation représentable en machine des nombres
réels. L’ impossibilité de représenter 1’ensemble des réels dans un ordinateur introduit de 1’impré-
cision dans le résultat de calculs numériques. Cette imprécision est appelée une erreur et provient
de I'utilisation d’un opérateur d’arrondi sur chaque opération élémentaire d’un programme. En
général, I’erreur sur une seule opération élémentaire est bornée. Le standard IEEE 754 requiert
méme que les opérations arithmétiques (P, ©, ®, ©, ®) soient toujours calculées a % ulp du résul-
tat exact sur les réels. Le probléme est que les erreurs vont s’accumuler lorsque une expression
avec plusieurs opérations est évaluée. Ces erreurs peuvent entrainer un comportement différent
entre I’exécution du programme sur les nombres a virgule flottante et son exécution idéale sur les
nombres réels. Il est donc important de pouvoir quantifier ces erreurs afin d’évaluer I’exécution du
programme.

2.3.1 Les différentes erreurs

11 existe plusieurs mesures de 1’erreur telles que I’erreur absolue ou I’erreur relative. Informel-
lement, ces deux mesures quantifient la différence entre le résultat d’une expression évaluée sur
les réels et le résultat de la méme expression calculée sur les nombres a virgule flottante, respec-
tivement en valeur absolue et en valeur relative. En plus de ces formules calculant I’erreur d’une
expression, il est nécessaire d’avoir une formulation de I’erreur introduite par 1’application de
I’opérateur d’arrondi. Il existe deux modeles pour cette erreur : le premier est basé sur les erreurs
absolue et relative maximales tandis que le second utilise I’ ulp.

2.3.1.1 Erreur absolue

L’erreur absolue est la distance entre une valeur exacte sur les réels et sa valeur approximée
sur les flottants. La définition 2.3.1 donne la formule pour calculer I’erreur absolue.

Définition 2.3.1 (Erreur absolue). ¢, = |f — f | ou f et f sont respectivement le résultat de
I’expression sur R et sur F.

Cette erreur représente la magnitude entre les deux valeurs considérées, mais doit étre compa-
rée avec la taille de f et de f, comme illustré dans I’exemple 2.3.1.

Exemple 2.3.1 — Pour une valeur en machine f = 2'27 et une valeur exacte f = 2127 4 2104,
I’erreur absolue est égale & 2104, Cette erreur, certes grande, n’est pas trés importante par rapport
a la taille de f et de f. D’ailleurs, sur les nombres 2 virgule flottante en simple précision avec un
arrondi au plus proche pair, f est le successeur de f. Ici, I'erreur absolue est la distance entre un
nombre a virgule flottante et son voisin.
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2.3.1.2 Erreur relative

Lerreur relative est égale a I’erreur absolue divisée par la valeur exacte. La définition 2.3.2
donne la formule pour calculer I’erreur relative. Contrairement a I’erreur absolue, elle prend en
compte la taille des valeurs mesurées et n’est pas dépendante de leur magnitude.

-7
f

ou f et f sont respectivement le résultat de

Définition 2.3.2 (Erreur relative). €, = ‘

I’expression sur R et sur F.

L’erreur relative peut toutefois porter a confusion autour de zéro. En effet, quand f est proche
z€ro, ’erreur relative calculée est grande. L’ exemple 2.3.2 illustre ce cas.

Exemple 2.3.2 — Pour une valeur en machine f = 2710 et une valeur exacte f = 2720 sur les
nombres a virgule flottante en simple précision avec un arrondi au plus proche, I’erreur relative est

égale a 1023, tandis que I’erreur absolue est égale a % ~ 9,7560882568 x 1074,

L’erreur relative n’est pas définie pour f égal a zéro : son calcul contient alors une division
par zéro. Pour éviter ce cas particulier, il est possible de découper les domaines de valeurs des
fonctions f et f afin d’isoler le zéro. Cela permet de calculer I’erreur relative pour une partie des
valeurs, mais ne résout pas le probleme de division par zéro. Le dénominateur de la division f
peut également étre remplacé par f 4 9, avec un ¢ tres petit. La division par zéro n’apparait plus
dans cette formule, mais le résultat obtenu n’est pas correct par rapport aux valeurs de f.

2.3.1.3 Modéele pour ’erreur d’arrondi

L’erreur introduite par I’application d’un opérateur d’arrondi peut étre bornée de deux fagons
différentes : en fonction des erreurs absolue et relative maximales par rapport au format considéré
ou bien avec I’ulp (voir définition 2.2.1). La premiere borne [Goldberg, 1991] est donnée dans la
définition 2.3.3 et dépend de € et de & qui sont respectivement I’erreur maximale relative et 1’erreur
maximale absolue produite par un opérateur d’arrondi.

Définition 2.3.3 (Modele d’arrondi en format). rnd(z) = x X (1 +¢e) +davece < ¢€,d < 4, et
exd=0.

La table 2.4 donne les valeurs de € et de J en fonction du format a virgule flottante utilisé et
pour un arrondi au plus proche. Les valeurs pour d’autres formats sont obtenues en multipliant les
entrées de la table par 2.

Table 2.4 — Parametres pour 1’arrondi au plus proche
Format € 0

32 bits 2724 27150
64 bits 2753 2107

Le modele a base d’ulp est dépendant de I’opération sur laquelle I’arrondi est appliqué. La défi-
nition 2.3.4 est valide pour les opérations arithmétiques de base d’apres la norme IEEE 754 [IEEE,
2008].
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Définition 2.3.4 (Modele d’arrondi en ulp). [rnd(z) — 2| < 1 ulp(z) pour un mode d’arrondi au
plus proche, sinon |rnd(z) — z| < ulp(z) pour les arrondis dirigés.

Le résultat d’une fonction transcendante (cos, sin, tan, log, . ..) sur les nombres a virgule flot-
tante simple précision, est le plus souvent arrondi a un ulp de la valeur exacte sur les réels. Toute-
fois, le standard IEEE 754 n’impose pas d’arrondi correct pour ces fonctions : 1’arrondi varie donc
d’une implémentation a 1’autre.

2.3.2 Phénomenes liés a ’erreur

En plus des erreurs dues a I’arithmétique des nombres a virgule flottante, les deux phénomenes
principaux liés aux erreurs d’arrondi sont I’absorption et la cancellation.

2.3.2.1 Absorption

Une absorption se produit lors de 1’addition, ou de la soustraction, de deux nombres a virgule
flottante de grandeur différente. Le résultat d’une telle opération est égal a la valeur du nombre
ayant la plus grande magnitude. Une telle perte de précision est causée par I’opérateur d’arrondi
qui va arrondir le résultat exact de I’opération vers I’opérande de plus grande magnitude. Cela
se produit car la valeur de la plus petite opérande n’est pas assez grande pour que le résultat de
I’opération, avant I’arrondi, soit a une distance supérieure a %ulp de la plus grande opérande.
L’example 2.3.3 illustre le phénomene d’absorption par une addition de deux nombres a virgule
flottante de magnitude différente.

Exemple 2.3.3 — L’addition suivante est calculée sur les nombres flottants simple avec un arrondi
au plus proche pair.

Ix108@1=1x 108

La méme opération sur les réels, produit un résultat de 1,00000001 x 108, ce qui veut dire
que I’erreur absolue pour cette addition est égale a la plus petite opérande de I’opération, i.e., 1.
Pour cette opération, la plus petite opérande 1 est absorbée par la plus grande car le successeur de
1 x10%est1 x 108 8.

Une accumulation d’absorption peut avoir des conséquences catastrophiques, comme dans
I’incident des missiles Patriot [General Accounting Office, 1992]. Par exemple, si 1’expression
causant une absorption est utilisée dans une boucle, a chaque itération 1’erreur produite par I’ab-
sorption s’accumule et augmente la distance entre le résultat exact sur R et le résultat calculé en
machine sur F.

2.3.2.2 Cancellation

Une cancellation, ou perte de précision relative, se produit lors de la soustraction de deux
nombres a virgule flottante proches. Cette perte de précision ne vient pas de la soustraction en
elle méme, I’opération étant calculée le plus souvent exactement [Sterbenz, 1974], mais d’une
amplification d’erreurs issues des opérations précedentes. Il existe deux types de cancellation : la
cancellation bénigne et la cancellation catastrophique. La cancellation bénigne se produit lorsque
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les valeurs des opérandes sont exactes, i.e., sans erreurs d’arrondi. La soustraction engendre seule-
ment une perte de chiffres significatifs dans le résultat. Au contraire, une cancellation catastro-
phique se produit lorsque les opérandes, le plus souvent issues d’autres opérations, ont une erreur
d’arrondi. Comme dans le cas bénin, le résultat de la soutraction a une perte de chiffres significa-
tifs, mais les erreurs des opérandes sont également propagées au résultat. Utiliser ce résultat dans
d’autres opérations peut également amplifier I’erreur générée et aggraver la déviation par rapport
au résultat exact sur les réels. L’exemple 2.3.4 illustre le principe de la cancellation catastrophique
sur le polyndme de Rump.

Exemple 2.3.4 — Le polyndme de Rump [Rump, 1988], rappelé dans I’équation 2.6, est un exemple
classique proposé par S. M. Rump en 1988 pour illustrer le concept de cancellation. En prenant
les valeurs a = 77617 et b = 33096, le résultat du polyndome sur les nombres a virgule flottante
dévie largement par rapport au résultat sur les nombres réels. Pour ces valeurs d’entrée, le résultat
entre R et I est de signe opposé et de magnitude tres différente. Ici, la formule de I’erreur absolue
(voir définition 2.3.1) est appliquée sans valeur absolue, afin d’illustrer la direction de la déviation
a travers le signe de I’erreur.

pla,b) = 333,75b° 4+ a?(11a%b? — b° — 1210* — 2) + 5,56% + 2% (2.6)
54767

1 = ————— ~ -8,27396056 x 107! 2.7

p(77617,33096) 6103 2739 X (2.7)

p(77617,33096) ~ 6,338253001 1411 x 10% (2.8)

L’erreur absolue pour ces valeurs d’entrée est donnée dans 1’équation 2.9.

. 41954164265153480271934889285124096
o = —

~ —-6,338253001 1411 x 10%° 2.9
66192 ’ % 29)

Pour ce polyndme, la cancellation catastrophique se produit sur la seconde addition. Soit p; =
333,750% + a?(11ab? — b° — 121b* — 2) et py = 5,50°.

En évaluant p; sur F et sur R, puis en faisant la différence de ces deux valeurs, nous obtenons
I’erreur absolue pour le terme p;.

p1 = 7917111340668961361101134701524942848 ~ 7,917 1113406690 x 10°®  (2.10)
P~ —7,9171111899001 x 10 2.11)
ep, = 15834222530569067974034093822349148160 =~ 1,5834222530569 x 10" (2.12)

Le méme procédé est appliqué pour ps.

pa = —7917111340668961361101134701524942850 ~ —7,917 1113406690 x 10°® (2.13)
Py~ 7,9171118237254 x 1036 (2.14)
epy = —15834223164394368088148794570700750850 ~ —1,5834223164394 x 103 (2.15)
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Les termes p; et po sont de signes opposés et leurs valeurs sont proches [Sterbenz, 1974].
L’addition de p; et py s’effectue donc exactement mais provoque une perte importante de chiffres
significatifs dans le résultat p3, tout en y propageant les erreurs e, et e,,.

Py = —2 (2.16)
p3 ~ 6,338253001 141 1 x 10% (2.17)
eps = —633825300114114700748351602690 ~ 6,338 253001 141 1 x 10% (2.18)

La valeur de p3 est principalement issue des erreurs e, et ep, : son erreur e,, a la méme
valeur, mais de signe opposé. L’utilisation de ce résultat dans le reste du polyndéme produit une
amplification de I’erreur, qui se retrouve dans I’erreur finale e),.

2.4 Conclusion

Les nombres a virgule flottante sont une approximation représentable en machine des nombres
réels. Certaines propriétés de I’arithmétique des réels ne sont pas conservées sur I’ arithmétique des
nombres flottants, comme 1’associativité ou la distributivité. L’ arithmétique des nombres a virgule
flottante utilise un opérateur d’arrondi pour approximer une valeur sur les réels ou le résultat
d’une opération vers un nombre flottant proche. Cet arrondi introduit une imprécision, appelée
une erreur, dans les calculs sur les flottants. Il existe de nombreuses mesures de 1’erreur : comme
Ierreur absolue ou I’erreur relative, pour quantifier la déviation d’une expression sur les flottants
par rapport aux réels. Ces erreurs sont a I’origine de déviation de calcul entre R et I, pouvant avoir
des conséquences graves, dans de nombreux programmes.

Une description complete et détaillée de 1’arithmétique des nombres a virgule flottante et de
ses propriétés est disponible dans [Goldberg, 1991, IEEE, 2008, Muller er al., 2018].






CHAPITRE 3

Programmation par
contraintes

Dans ce chapitre, nous présentons la programmation par contraintes, un paradigme
permettant de résoudre des problemes combinatoires difficiles. Elle offre une séparation
claire entre modélisation et résolution du probléme. La modélisation consiste a repré-
senter un probleme sous forme mathématique, exprimé sous forme de contraintes, tandis
que la résolution utilise deux mécanismes, la propagation et la recherche, pour trouver
une solution au probleme. Nous présentons les techniques de résolution utilisées pour
résoudre des problemes sur le discret et sur le continu. En particulier, nous présentons le
cadre des contraintes adaptées aux nombres a virgule flottante. La programmation par
contraintes sur les nombres flottants est principalement utilisée pour la vérification de
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La programmation par contraintes [Montanari, 1974], abbrégée PPC, est un paradigme propo-
sant des méthodes de résolution générique pour résoudre des problemes combinatoires difficiles
en ordonnancement [Baptiste ef al., 2012], en biologie [Garcia-Martin ez al., 2013], ou en tournée
de véhicules [Rabbouch er al., 2019]. Dans ce chapitre, nous présentons les techniques utilisées en
programmation par contraintes pour résoudre des problemes sur le discret et sur le continu. Nous
présentons en particulier la programmation par contraintes pour les nombres a virgule flottante
appliqué a la vérification de programme.

L originalité de la programmation par contraintes est de proposer une séparation claire entre la
modélisation et la résolution d’un probléme. La modélisation consiste a représenter un probleme
sous forme mathématique, de facon a exprimer des relations entre les variables du probleme. Ces
relations sont appelées des contraintes. Plus formellement, un probleme est représenté par un CSP,
ou probleme de satisfaction de contraintes, qui est le triplet formé par les variables, les domaines,
et les contraintes d’un probleme (voir définition 3.0.1).

Définition 3.0.1 (Probleme de satisfaction de contraintes). Un probleme de satisfaction de
contraintes, ou CSP, est un triplet (X, D, C') out X est un ensemble de variables {x1,...,z,}, D
est un ensemble de domaines { D1, ..., D, }, et C est un ensemble de contraintes {C1, ..., C,}.

Une variable x; représente une inconnue du probléme. Pour une variable x;, le domaine D;
représente I’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre. Le plus souvent, D; est un ensemble fini
de valeur {v1, ..., vt} ou bien un intervalle [v,7] = {v € R | v < v < ©}. Une contrainte
C; exprime une relation sur un ensemble de variables du probléme qui restreint les valeurs que
peuvent prendre ces variables.

Une solution a un CSP est une affectation de chaque variable a une valeur, ou un intervalle de
valeurs, de son domaine de fagon a satisfaire toutes les contraintes du probléme.

Une variante du probléme de satisfaction de contraintes est le probleme d’optimisation sous
contraintes, ou COP (voir définition 3.0.2). Dans ce cas 13, il ne s’agit pas uniquement de trouver
une solution satisfaisant I’ensemble des contraintes du probleme mais la solution optimale : la
meilleure solution par rapport au critere d’optimisation considéré.

Définition 3.0.2 (Probleme d’optimisation sous contraintes). Un probleme d’optimisation sous
contraintes, ou COP, est un CSP auquel est ajouté une fonction objectif f. La résolution d’un tel
probléme consiste 2 maximiser, ou minimiser, la valeur de la fonction objectif f pour trouver une
solution optimale au probléme.

L’exemple 3.0.1 illustre la modélisation d’un probleme de satisfaction de contraintes pour
résoudre une grille de Sudoku.

Exemple 3.0.1 — Le Sudoku est un puzzle logique et combinatoire dont la version moderne a été
inventée par I’américain Howard Garns en 1976. Un puzzle de Sudoku est représenté par une grille
carrée de taille 9 x 9. Le principe du Sudoku est de remplir cette grille avec des chiffres allant de 1
a 9. Ces chiffres ne doivent jamais se répéter plus d’une fois sur une méme ligne, colonne, ou bloc.
La grille initiale est partiellement remplie avec des chiffres afin de limiter le nombre de solutions
possibles.
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Soit la grille de Sudoku 4 x 4 partiellement remplie de la figure 3.1. Dans ce cas, les valeurs
possibles pour chaque case vont de 1 a 4.

Figure 3.1 — Grille de Sudoku 4 x 4

Une modélisation possible pour ce probleme est d’avoir une variable représentant chaque case
de la grille, comme illustré dans la figure 3.2. Ici, nous obtenons un probléme avec 16 variables.

Figure 3.2 — Modélisation d’une grille de Sudoku 4 x 4 par un ensemble de variables

€ T2 x3 T4

Iy Tg Wit s

Tg | T10 | T11 | 12

T13 | 14 | T15 | T16

Pour chaque variable x; son domaine D; est ’ensemble {1, 2,3,4}. Les contraintes x3 = 1,
Tz = 4, x12 = 2, et x14 = 3 définissent les valeurs des variables initialement connues. Ces
contraintes permettent de réduire trivialement les domaines des variables de la facon suivante :
Dy, =1,Dyy =4,Dg, =2,et Dy, = 3.

D’apres les regles du Sudoku, les chiffres sur chaque colonne, ligne, et bloc doivent étre dif-
férents. Ces regles peuvent étre modélisées par des contraintes d’inéquation entre les différentes
variables. Ainsi, pour la variable x, les contraintes qui appliquent ces régles sont : x1 # o,
r1 # x3, et x1 # x4 pour la ligne, x1 # x5, 1 # x9, et 1 # x13 pour la colonne, et x1 # g
pour le bloc. Les contraintes redondantes entre la ligne, ou la colonne, et le bloc n’ont pas besoin
d’étre écrites plus d’une fois. Les autres lignes, colonnes, et blocs sont traités de la méme facon
pour exprimer I’ensemble des contraintes exprimant les regles du Sudoku.

Une solution a ce probleme est la grille de Sudoku remplie de la figure 3.3.
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Figure 3.3 — Une solution de la grille de Sudoku 4 x 4

La résolution d’un probléme repose sur des algorithmes génériques pour trouver une solution

au probleme. Elle alterne entre deux processus :

— la propagation va pour chaque contrainte appliquer un algorithme de filtrage supprimant
les valeurs inconsistantes des domaines des variables puis propager aux autres contraintes
ces changements

— la recherche va sélectionner un sous-ensemble des domaines des variables a explorer dans
I’espace de recherche, via différentes heuristiques, lorsque la propagation n’est pas suffi-
sante pour trouver une solution

3.1 Filtrage

Un algorithme de filtrage pour une contrainte donnée va retirer des domaines des variables
impliquées les valeurs n’appartenant pas trivialement a une solution. Cette suppression revient a
s’assurer que la contrainte est consistante par rapport aux domaines des variables qu’elle contient.
Plusieurs niveaux de consistance existent, hiérarchisés par efficacité des suppressions de valeurs et
complexité de calcul. Un filtrage est dédié & une contrainte et a la nature du domaine des variables
impliquées. Dans la suite, une consistance est définie au niveau d’une contrainte. Pour une consis-
tance quelconque A, un CSP est dit A-consistant si et seulement si chaque contrainte du CSP est
A-consistante. Afin d’appliquer une consistance a I’ensemble d’un CSP, il suffit de propager les
modifications des domaines d’une contrainte aux autres contraintes du probléme jusqu’a obtenir la
consistance au niveau du CSP. L’ordre de propagation des contraintes n’influe pas sur I’atteigna-
bilité de la consistance au niveau du CSP [Benhamou, 1996, Apt, 1999], mais permet de réduire
le temps nécessaire pour I’atteindre.

Dans le cadre des contraintes sur le discret, ou les domaines sont finis, énumérables, et donc
représentent un ensemble d’entiers, la consistance la plus utilisée est la arc-consistance (voir défi-
nition 3.1.1), introduite dans [Montanari, 1974].

Définition 3.1.1 (Arc-consistance). Une contrainte ¢ est arc-consistante (AC) si, pour chaque va-
riable = de c et pour chaque valeur v de son domaine D, il existe une affectation pour chaque
autre variable de c a une valeur de son domaine satisfaisant la contrainte.

De nombreux algorithmes ont été proposés pour assurer une propagation efficace de 1’arc-
consistance a I’ensemble des contraintes binaires d’un CSP [Mackworth, 1977, Mohr et Hen-
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derson, 1986, Bessiere, 1994, Bessiere et Régin, 2001]. L’exemple 3.1.1 illustre 1’application de
I’arc-consistance sur un réseau de contraintes avec trois variables et deux contraintes.

Exemple 3.1.1 — Soit le CSP de la figure 3.4 contenant trois variables x1, z2, et x3 avec les

domaines D, = D,, = D,, = {1, 2,3} et deux contraintes 1 = x2 et z3 < x3.

Figure 3.4 — Réseau de contraintes avant application de 1’arc-consistance
D,, D,, Dy,

Le réseau de la figure 3.4 n’est pas arc-consistant : il existe des valeurs dans les domaines
qui ne sont pas consistantes avec les contraintes. Par exemple, pour la contrainte x5 < 3, 3 peut
étre supprimée du domaine D, car il n’existe pas de valeur, ou support, dans le domaine de z3
de facon a satisfaire la contrainte. De méme pour 1 qui peut étre supprimé de D,,. Apres avoir
fait ces suppressions, la propagation va supprimer 3 de D, car la contrainte x1 = z2 n’est plus
satisfaite avec cette valeur.

La figure 3.5 illustre le CSP apres application de 1’arc-consistance, les noeuds en noir corres-
pondent aux valeurs supprimées des domaines des variables.

Figure 3.5 — Réseau de contraintes apres application de 1’arc-consistance
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L’ arc-consistance est une consistance locale. Ce n’est pas parce que toutes les contraintes d’un
CSP sont arc-consistantes qu’il existe une solution au probléme. L’exemple 3.1.2 illustre la limite
de I’arc-consistance sur un probléme de coloration de graphe.

Exemple 3.1.2 — La figure 3.6 montre un graphe avec 3 nceuds et 3 arétes qui doit étre coloré avec
2 couleurs : rose et bleu.

Figure 3.6 — Graphe triangle & colorer avec 2 couleurs
x3

T Z2

Le CSP correspondant a ce probleme est défini comme suit : X = {z1,z9,23}, D =
{Dz,,Dy,, Dy} avec Dy, = Dyy = Dy, = {e,0},et C = {c1 : &1 # x2, 2 : w1 # T3, C3
x9 # x3}. Les trois contraintes sont arc-consistantes : pour chaque contrainte, les domaines des
variables concernées satisfont la contrainte. Pourtant il n’existe aucune solution a ce probléeme et
I’arc-consistance n’est pas suffisante pour le montrer.

L’ utilisation d’une consistante plus forte permet souvent de détecter des inconsistances dans un
réseau de contraintes que 1’arc-consistance n’a pas pu détecter. La chemin-consistance (voir défi-
nition 3.1.2) introduite par [Montanari, 1974] est une consistance plus forte que 1’arc-consistance.

Définition 3.1.2 (Chemin-consistance). Une contrainte ¢ , est chemin-consistante (PC) par rap-
port a une variable z, si pour tout couple de valeurs (a,b) satisfaisant ¢, ,, avec a € Dy etb € D,,
il existe au moins une valeur d du domaine D, telle que (a,d) satisfait la contrainte ¢, , et (b,d)
satisfait la contrainte ¢, .

Une fois I’arc-consistance appliquée sur toutes les paires de contraintes d’un CSP, la chemin-
consistance peut étre utilisée pour vérifier si chaque paire de valeurs arc-consistante est solution
par rapport a une troisiéme contrainte. Si elle n’est pas solution, la paire de valeurs est supprimée
des domaines des variables. En reprenant I’exemple 3.1.2, ot 1’arc-consistance ne supprime au-
cune valeur des domaines, alors qu’il n’existe pas de solution au probleme, la chemin-consistance
permet de supprimer toutes les valeurs des domaines et d’affirmer qu’il n’existe aucune solution a
ce probleme.

Dans le cas ol les domaines des variables sont trés grands, et representés par des intervalles
d’entiers, la bound-consistance (voir définition 3.1.3), introduite dans [Hentenryck et al., 1994],
peut étre utilisée pour ne considérer que les bornes des domaines. Cette consistance est plus faible
que I’arc-consistance, mais réduit le temps de calcul de la consistance car elle ne considére pas
toutes les valeurs d’un domaine.

Définition 3.1.3 (Bound-consistance). Une contrainte ¢ est bound-consistante (BC) si, pour
chaque variables x de la contrainte et pour chaque valeur v aux bornes de son domaine tel que
v € {min(D;), max(D,)}, il existe une affectation couplant chaque autre variable de ¢ a une
valeur aux bornes de son domaine satisfaisant la contrainte.
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Ces consistances ont un raisonnement local, qui ne permet pas de toujours trouver une solu-
tion au probleme. Afin de mieux détecter certaines inconsistances des contraintes globales sont
définies. Ces contraintes globales capturent un sous-probléme du probleme initial et appliquent
des algorithmes plus puissant que dans un filtrage local. Une contrainte globale exprime souvent,
mais pas toujours, un ensemble de contraintes élémentaires. Elle apporte également une meilleure
vue de la structure du probleme a résoudre. Il existe de nombreuses contraintes globales : all-
different [Régin, 1994] représente une conjonction de contraintes d’inégalités, sum [ Yunes, 2002]
force la somme des valeurs des variables a étre égale a une valeur s, ou encore cumulative [Aggoun
et Beldiceanu, 1992] modélise des problemes d’ordonnancement.

Les contraintes sur le continu ne peuvent pas appliquer les consistances les plus courantes défi-
nies pour le discret, comme 1’arc-consistance ou la chemin-consistance, pour réduire les domaines
des variables. En effet, les domaines des variables continues sont sur R et contiennent une infinité
de valeurs. Il est donc impossible d’utiliser des techniques basées sur I’énumération de valeurs.
En pratique, le domaine d’une variable continue est représenté par un intervalle a bornes dans F,
les réels n’étant pas représentables en machine. Différents niveaux de consistances ont donc été
proposés en utilisant les particularités de ces domaines. Les consistances sur le continu utilisent le
plus souvent I’arithmétique des intervalles [Moore et al., 2009].

La 2B-consistance (voir définition 3.1.4) est une relaxation de 1I’arc-consistance aux bornes
de lintervalle introduite par [Lhomme, 1993]. Elle est aussi connue sous le nom de hull-
consistance [Benhamou et Older, 1997]. Cette consistance s’intéresse aux bornes d’un domaine
afin de calculer le plus petit intervalle possible qui soit consistant.

Définition 3.1.4 (2B-consistance). Une contrainte ¢ est 2B-consistante (2B) si, pour chaque va-
riable = de la contrainte avec un domaine D, = [a,b], lorsque x est réduit a a et a b il existe des
valeurs dans les domaines de toutes les autres variables de c satisfaisant la contrainte.

La 2B-consistance repose sur des fonctions de projections. Dans le cas général, calculer ces
fonctions pour la contrainte initiale est impossible [Collavizza et al., 1998]. Les contraintes d’un
probleme sont donc décomposées en contraintes binaires et ternaires afin de pouvoir calculer les
fonctions de projections. L’exemple 3.1.3 illustre la 2B-consistance sur un probleme avec deux
variables et une contrainte.

Exemple 3.1.3 — Soit le CSP suivant : X = {zg,z1}, D = {Dy, D1} avec Dy = [1,4] et
Dy =[-2,2],etC = {c; : 29 = 712}. La contrainte c1 est 2B-consistante : en prenant les valeurs
aux bornes, la contrainte est satisfaite. Par contre, ¢; n’est pas arc-consistante, car la valeur 0 dans
Dy n’a pas de valeur équivalente dans Dg pour satisfaire la contrainte.

La réduction des bornes d’un domaine, méme d’un seul nombre a virgule flottante, via une 2B-
consistance, déclenche la propagation des modifications aux autres contraintes. Cette propagation
peut étre coliteuse en temps et méme conduire a une convergence lente lors de la résolution. Afin
d’éviter ce phénomene, la 2B(w)-consistance est généralement utilisée. Le parametre w fixe la
taille minimale qu’une réduction de domaine doit avoir pour étre prise en compte : il s’exprime le
plus souvent en pourcentage de la taille du domaine. A noter qu’il n’y a pas de rapport direct entre
la valeur de w et I’efficacité du filtrage.

La 2B-consistance étant une relaxation de I’arc-consistance, elle a également un raisonnement
local qui ne permet pas, en général, de supprimer toutes les inconsistances au niveau d’un réseau
de contraintes. Des consistantes plus fortes sont donc définies sur le continu pour supprimer plus
de valeurs inconsistantes dans les domaines des variables. La 3B-consistance (voir définition 3.1.5)
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est une généralisation de la 2B-consistance [Lhomme, 1993]. Elle consiste a s’assurer qu’un sys-
teéme de contrainte ne devient pas inconsistant lorsque le domaine d’une variable est réduit a I’une
de ces bornes. En d’autres mots, la 3B-consistance applique une 2B-consistance a chaque borne
des domaines des variables du probléme.

Définition 3.1.5 (3B-consistance). Une contrainte est 3B-consistante (3B) si, pour chaque variable
x de la contrainte avec un domaine D, = [a, b], lorsque son domaine est réduit a a et a b le CSP
est 2B-consistant.

La box-consistance (voir définition 3.1.6), introduite dans [Benhamou er al., 1994] est une
autre approximation de 1’arc-consistance. Contrairement a la 2B-consistance, elle ne nécessite
pas une décomposition des contraintes en contraintes élémentaires. Une box-consistance revient
a remplacer toutes les variables d’une contrainte, excepté une, par I’intervalle représentant son
domaine. Cela génere un systeéme de fonctions univariables pouvant &tre résolu par la méthode de
Newton [Moore et al., 2009].

Définition 3.1.6 (Box-consistance). Une contrainte ¢, sur un ensemble de variables {x1, ..., zx},
est box-consistante (BoxC) si, pour chaque variable x; dans {z1, ...,z } tel que D, = [a, b] les
relations suivantes sont satisfaites.

¢(Dyyy...y Dy yy[a,a™[,Dyy )y oy Day)

9 Ti419
_ 3.1
c(Dyyy...,Dg, ,,]07,b],D ..., Dg,)

9 Tit19
ou c est I’extension aux intervalles de la contrainte c.

La bornes-consistance (BC) [Hentenryck er al., 1994] (voir définition 3.1.3) s’utilise égale-
ment sur le continu. La bornes-consistance applique le principe de la 3B-consistance a la box-
consistance : elle s’assure que la contrainte est box-consistante lorsque le domaine d’une variable
est réduit a I’'une de ces bornes. Une analyse des relations entre les consistances sur le continu
est proposée dans [Collavizza ef al., 1998]. En particulier, les limites du raisonnement local de la
2B-consistance et de la box-consistance sont mises en avant : la décomposition des contraintes en
2B supprime les relations entre les occurrences multiples d’une variable ; le systeme de fonctions
univariables de la BC traite le probleme d’occurrences multiples pour une seule variable mais peut
ne pas le supporter pour plusieurs variables. Les consistances plus fortes, e.g., 3B et BC, atténuent
ces limites locales des consistances plus faibles. Une hiérarchie des consistances sur le continu
est également proposée : BC < 3B < Box(C = 2B, avec A < B une relation ol un filtrage
par A-consistance produit des domaines plus réduits qu’un filtrage par B-consistance sur le méme
CSP (avec décomposition des contraintes pour la 3B et la 2B5).

De la méme fagon que sur le discret, des contraintes globales sont définies pour le continu,
e.g., quad [Lebbah et al., 2002] est une contrainte globale pour représenter et résoudre un systéme
de contraintes quadratiques.

3.2 Recherche

En général, un filtrage seul n’est pas suffisant pour obtenir une solution a un probleme. C’est
pourquoi, une fois que la propagation a toutes les contraintes ne produit plus de réduction, il est né-
cessaire d’explorer I’espace de recherche de maniere efficace. Cette recherche relance ensuite une
nouvelle propagation afin d’obtenir de nouvelles réductions de domaines. Il existe de nombreuses
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stratégies et heuristiques pour guider cette recherche de maniere efficace. En général, la recherche
est vue de manidre arborescente avec un parcours en profondeur. A chaque nceud de I’arbre une
stratégie est employée pour sélectionner une variable et réduire son domaine. Cette réduction re-
vient souvent a réduire le domaine a une seule valeur ou a un sous-ensemble du domaine. Lorsque
la recherche meéne a une inconsistance, un retour en arriere, ou backtrack, est effectué pour an-
nuler le choix et explorer d’autres sous problemes. D’autres concepts sont utilisés pour améliorer
I’exploration de I’espace de recherche, comme le refour en arriére non chronologique [Stallman
et Sussman, 1977], ou backjumping, pour remonter plus haut que le nceud parent direct, le redé-
marrage [Harvey, 1995], ou restart, pour redémarrer la recherche a 1’état initial et éviter de re-
faire les mémes mauvais choix, ou bien encore I’exploration parallele [Perron, 1999, Régin er al.,
2013, Bergman et al., 2014] de I’espace de recherche. Les stratégies appliquées a chaque nceud
lors de la recherche tirent avantage de la nature des domaines des variables, de la structure du
probléme, et d’autres mesures sur les CSP.

De nombreux travaux ont proposé des stratégies sur le discret, qui suivent souvent le prin-
cipe du fail-first, introduit dans [Haralick et Elliott, 1979] : I’'idée est d’explorer en premier des
domaines avec de plus grandes chances d’échouer pour effectuer, le plus tot possible, de plus
grandes coupes dans I’arbre de recherche. D’autres stratégies tres utilisées sont :

— lex, qui calcule un ordre lexicographique sur les variables

— dom [Golomb et Baumert, 1965, Haralick et Elliott, 1979], pour sélectionner la variable

avec le plus petit domaine

— dom+deg [Brélaz, 1979], qui sélectionne la variable ayant le plus petit domaine et impli-

quée dans le plus de contraintes

La stratégie lex est statique : 1’ordre est décidé une seule fois et ne change plus lors de la
résolution, tandis que dom et dom+deg sont des ordres dynamiques impactés par les réductions
de domaines effectuées lors de la propagation de contraintes. D’autres généralisations de dom
existent, comme dom/deg [Bessicre et Régin, 1996] ou dom/wdeg [Boussemart ef al., 2004] avec
w un poids associé a chaque contrainte. Apres sélection d’une variable, son domaine est réduit afin
de contraindre I’espace de recherche et d’en explorer une sous-partie. Contrairement aux stratégies
de choix de variables, les stratégies de choix de valeurs suivent souvent 1’idée du succeed-first :
choisir une valeur qui a de grandes chances d’appartenir a une solution. Souvent une stratégie
min-value, ou max-value, est employée pour sélectionner la plus petite, ou la plus grande, valeur
du domaine de la variable.

D’autres stratégies ont été proposées pour les variables sur le continu. En général les straté-
gies de choix de variable utilisent lex comme sur le discret, ou bien round-robin pour changer
de variable a chaque choix et s’assurer que tous les domaines sont réduits lors de la recherche.
Une autre stratégie, largest-firt [Ratz, 1994], choisit la variable avec le plus grand domaine pour
obtenir rapidement des intervalles plus petits. Contrairement aux variables discretes, les domaines
sur le continu sont des intervalles contenant une infinité de valeurs. La sélection de valeur revient
donc a choisir un intervalle plus petit que I’intervalle initial. Le plus souvent, une bissection est
appliquée pour couper le domaine en deux : I’intervalle initial [a, b] est découpé en deux intervalles
plus petits [a, %2] et ] %E2. b,
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3.3 Contraintes sur les nombres a virgule flottante

Les contraintes sur les nombres a virgule flottante, introduite dans [Michel ez al., 2001], ont
pour application la vérification de programmes, en particulier pour la génération de cas de test ou la
correction de programme. Méme si les nombres 2 virgule flottante sont un sous-ensemble ! fini et
discret des nombres réels (voir chapitre 2), les contraintes sur le continu ne sont pas adaptées pour
capturer les particularités de 1’arithmétique des nombres a virgule flottante. La grande taille d’un
domaine sur les nombres a virgule flottante ne permet pas non plus de profiter des contraintes sur
le discret, qui réalisent souvent une énumération de valeurs. L’exemple 3.3.1 illustre la différence
entre une résolution d’équations sur R et sur .

Exemple 3.3.1 — Soit les systemes d’équations 3.2 et 3.3 et le mode d’arrondi au plus proche pair
pour les nombres a virgule flottante.

r+1x108=1x108

.20 (3.2)

22 =2 (3.3)

L’équation 3.2 n’a pas de solutions sur R alors qu’il existe de nombreuses solutions sur [F, a
cause du phénomene d’absorption (voir I’exemple 2.3.3 du chapitre 2). Au contraire, I’équation 3.3
a v/2 et —/2 comme solutions sur R alors qu’il n’en existe pas sur F.

Les nombres a virgule flottante n’ayant pas les mémes propriétés que les nombres réels, des
algorithmes de filtrage dédiés sont nécessaires pour réduire correctement les domaines des va-
riables flottantes. La programmation par contraintes pour les nombres a virgule flottante s’inspire
des contraintes sur le discret et des contraintes sur le continu pour ses algorithmes de filtrage et ses
stratégies de recherche. Un probleme de satisfaction de contraintes sur les flottants est similaire a
un CSP classique (voir définition 3.0.1), a ’exception de D ou un domaine est un ensemble fini
de nombres a virgule flottante représenté par un intervalle a bornes dans F.

3.3.1 Filtrage des domaines sur les nombres a virgule flottante

De fagon similaire aux domaines sur le continu, les domaines sur les nombres flottants sont
trop grands pour appliquer une arc-consistance sur I’ensemble de leurs valeurs. C’est pourquoi les
filtrages sur les domaines flottants [Michel er al., 2001, Michel, 2002, Botella et al., 2006, Marre
et Michel, 2010] s’inspirent des filtrages sur le continu, et en particulier de la box-consistance et
de la 2B-consistance.

La box-consistance (voir définition 3.1.6) a été adaptée aux domaines sur les nombres a vir-
gule flottante dans [Michel er al., 2001]. Cette consistance s’intéresse aux bornes des domaines
afin de les réfuter pour réduire les domaines. L’algorithme de filtrage de [Michel er al., 2001]
adapte Netwon, un branch-and-prune proposé dans [Van Hentenryck er al., 1997]. Ce filtrage
utilise I’arithmétique des intervalles sur les nombres a virgule flottante pour réduire un intervalle
[a, b] & [am,, b] en évaluant I'intervalle [a, a,,| pour s’assurer qu’il ne contient pas de solution. La

1. Ce sous-ensemble est augmenté des valeurs spéciales, i.e., NaN, —oco, 400, —0, +0, ...
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box-consistance sur les nombres flottants est conservative des solutions : les intervalles calculés
contiennent toutes les solutions du probleme. Mais, I’arrondi extérieur nécessaire a I’ arithmétique
des intervalles produit en général des bornes qui ne sont pas solution. La réfutation des bornes par
box-consistance est également coliteuse en temps de calcul.

La 2B-consistance (voir définition 3.1.4) a également été adaptée aux problemes sur les flot-
tants dans [Michel, 2002, Botella er al., 2006, Marre et Michel, 2010]. Cette consistance réalise
une arc-consistance aux bornes des domaines des variables d’une contrainte. De la méme fagon
que sur le continu, cette consistance utilise des fonctions de projections pour réduire les domaines.
Elle nécessite également une décomposition des contraintes en contraintes élémentaires, afin de
pouvoir calculer ces fonctions. Pour une contrainte z = x © v, il existe deux types de fonctions de
projections : directe afin de réduire le domaine de la variable résultat, ici z; inverse pour calculer
les réductions de domaines pour les autres variables de la contrainte, ici x et y. L’exemple 3.3.2
illustre ces fonctions de projections sur une contrainte ternaire.

Exemple 3.3.2 — Soit la contrainte suivante, avec un mode d’arrondi au plus proche pair.

z=x®yY (3.4

ou x, y, z sont des variables avec des domaines dans [F.
La fonction de projection directe pour z est f;.

fi:D.+D.NzDy,TDY (3.5)

Les fonctions de projections inverses pour x et y sont respectivement les fonctions f> et fs, ol
mid(a,a*) calcule le nombre au milieu de a et at et @ (resp. B_oo) est 'opération ¢ avec
un arrondi vers +oo (resp. —o00). Afin de représenter correctement le milieu, mid(a,a™), il est
nécessaire d’ajouter un bit supplémentaire dans la mantisse.

f2: Dy < Dy N [mid(z™,2) 400 Uy mid(Z,27) O_co (3.6)

f3: Dy + Dy N [mid(2,2) Ot00 2, mid(Z,27) O_co 2] (3.7)

Une définition plus précise des fonctions de projections est disponible dans [Michel, 2002,
Botella et al., 2006, Marre et Michel, 2010].

D’autres travaux se sont intéressés aux fonctions de projections pour réduire les domaines des
variables dans des contraintes arithmétiques, comme [Gallois-Wong er al., 2020] qui propose une
projection inverse optimale pour 1’addition, ou [Andrlon ef al., 2019] qui généralise des résultats
de [Marre et Michel, 2010] et propose des fonctions de projections plus précises.

En pratique, la 2B(w)-consistance est préférée a la 2B-consistance afin d’éviter une conver-
gence lente. La répartition des nombres 2 virgule flottante étant non uniforme , w est exprimé
comme un pourcentage de la taille du domaine de la variable. De la méme maniere que sur le
continu, les consistances plus fortes comme la 3B-consistance peuvent étre facilement adaptées
aux contraintes sur les flottants.

2. Pres de la moitié des nombres a virgule flottante se trouve dans I'intervalle [—1, 1].
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3.3.2 Stratégies de recherche dédiées aux nombres a virgule flottante

Les stratégies définies sur le continu, comme lex et bissection, peuvent étre directement appli-
quées sur les nombres flottants. Les nombres a virgule flottante n’ayant pas les mémes propriétés
que les nombres réels (voir chapitre 2), les stratégies sur le continu ne prennent pas en compte
ces particularités et perdent donc en efficacité. Un des premiers travaux a proposer une stratégie
dédiée aux nombres flottants est [Collavizza et al., 2016]. La stratégie fpc combine 1’énumération
et la bissection pour guider I’exploration dans 1’espace de recherche : un domaine [a, b] dans [F
est découpé comme suit, a, b et le milieu de I'intervalle m sont énumérés, tandis que les deux
intervalles |a, m[ et [m, b] sont générés.

De facon plus générale, la these d’Heytem Zitoun [Zitoun, 2018] introduit des stratégies de
recherche pour les variables et pour les valeurs en prenant avantage des nombres a virgule flottante.
Certaines de ces stratégies se basent sur la structure du domaine des variables, et maximise ou
minimise un critére donné :

— dom est similaire a la stratégie du méme nom dans le cas discret [Golomb et Baumert,

1965] et s’intéresse a la taille des domaines

— card calcule le nombre de valeurs dans un domaine

— dens part de I’intuition que si un domaine est dense, le nombre potentiel de solutions qu’il

contient est plus grand

— magn sélectionne les variables ayant un domaine contenant de grandes valeurs

— deg est une adaptation directe de dom/wdeg [Boussemart ef al., 2004] venant du discret

— occ cherche les occurrences multiples des variables au sein d’une contrainte.

D’autres stratégies se basent sur les contraintes pour sélectionner une variable, toujours en
maximisant ou minimisant un critere donné : abs est une stratégie qui s’intéresse au phénomene
d’absorption sur les nombres a virgule flottante (voir I’exemple 2.3.3 du chapitre 2), tandis que
canc calcule le taux de cancellation (voir I’exemple 2.3.4 du chapitre 2) de chaque variable. Des
combinaisons de plusieurs stratégies sont également proposées, comme une stratégie associant abs
et dens.

Comme sur le discret ou le continu, une fois qu’une variable est sélectionnée, son domaine est
réduit afin de poursuivre la recherche. Les stratégies de sélection de valeurs sont inspirées de celle
sur le continu : la grande cardinalité des domaines ne permettant pas une énumération de toutes
les valeurs. Une généralisation de fpc est proposée dans [Zitoun, 2018] et déclinée en plusieurs
stratégies :

— 3Split énumere uniquement le milieu

— 6Split énumere les valeurs aux bornes et deux valeurs au milieu du domaine

Ces deux stratégies génerent aussi deux intervalles entre les bornes et le milieu du domaine.
D’autres généralisations sont proposées et détaillées dans [Zitoun, 2018], comme Enum-N ou
Delta-N. Une autre stratégie, splitAbs, reprend le concept de 1’absorption sur les nombres a vir-
gule flottante et sélectionne les valeurs les plus 8 méme de provoquer une absorption. La stratégie
3BSplit s’inspire d’une consistance plus forte : la 3B-consistance (voir définition 3.1.5). Elle dé-
coupe dynamiquement le domaine de la variable en fonction du comportement de la recherche
associée a une 3B-consistance. L’ objectif est de chercher des solutions dans des petits intervalles
aux bornes du domaine de la variable ou de réfuter ces petits intervalles.
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3.4 Conclusion

La programmation par contraintes permet de résoudre efficacement des problemes combina-
toires difficiles. Elle offre une séparation claire entre la modélisation du probléme et sa résolution.
La modélisation propose une représentation mathématique du probleme sous forme de contraintes,
tandis que la résolution utilise deux mécanismes : la propagation et la recherche, pour trouver une
solution au probleme. Les techniques utilisées pour la résolution dépendent grandement de la na-
ture des variables du probleme. De nombreux travaux ont proposé des algorithmes de filtrage et des
stratégies de recherche efficaces pour la résolution de problemes discret ou continu. La program-
mation par contraintes a été étendue aux nombres a virgule flottante pour 1’adapter a la vérification
de programme, notamment pour la génération de cas de test ou la correction de programme. Néan-
moins, les contraintes sur les nombres a virgule flottante ne sont pas encore capables de traiter
I’analyse d’erreurs, i.e., calculer ou approximer les erreurs de calcul inhérentes aux opérations sur
les nombres a virgule flottante.



CHAPITRE 4

Analyse de programmes

Dans ce chapitre nous présentons les différentes méthodes et techniques en analyse de
programmes dédiées a l’analyse d’erreurs issues des calculs sur les nombres a virgule
flottante. Ces méthodes sont séparées en deux catégories : ’analyse statique et [’analyse
dynamique de programmes.
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L’ analyse de programmes est un ensemble de techniques et de méthodes qui cherche a garantir
le bon fonctionnement des programmes informatiques. En général, elle se sépare en deux catégo-
ries : ’analyse dynamique et 1’analyse statique. L’analyse dynamique, plus connue sous le nom
de test [Myers, 2004], ou festing, montre la présence ou 1’absence de bugs sur une exécution du
programme. Pour cela, le test repose sur la simulation ou I’instrumentation du programme associé
a un ensemble de valeurs d’entrée a exécuter. De ce fait, un ensemble de tests ne considere qu’une
partie des traces d’exécution d’un programme. Il assure qu’une exécution du programme se pro-
duit avec ou sans bug. Le test est souvent utilisé pour assurer la couverture ' d’un programme,
i.e., ’ensemble des branches d’un programme sont exécutables, et ainsi identifier la présence de
code mort : du code qui n’ai jamais exécuté. Mais n’étant pas une approche complete, il ne peut
pas garantir la correction du programme. L’analyse statique assure la correction d’un programme
sans nécessiter son exécution. Elle raisonne sur I’ensemble des comportements que le programme
peut prendre lors de son exécution et en déduit des regles logiques qui permettent de prouver la
correction du programme. Comme 1’analyse de programmes est un probléme indécidable [Rice,
1953], ces méthodes raisonnent le plus souvent sur des sur-approximations du comportement d’un
programme. Les résultats peuvent étre moins précis et parfois générer un faux positif : la détection
d’une potentielle erreur dans la sur-approximation qui n’existe pas en pratique dans le comporte-
ment du programme. Toutefois, prouver la correction de la sur-approximation est suffisant pour
assurer la correction du programme. Sachant qu’une sur-approximation capture a minima le com-
portement en pratique du programme, si la sur-approximation est correcte, alors le programme est
toujours correct, mais comme dit précédemment 1’inverse n’est pas toujours vrai.

Le calcul d’erreurs inhérentes aux opérations sur les nombres a virgule flottante a été large-
ment étudié en analyse statique de programme [Goubault et Putot, 2006, Daumas et Melquiond,
2010, Darulova et Kuncak, 2014, Solovyev et al., 2015, Moscato et al., 2017, Magron et al.,
2017, Darulova et al., 2018b, Magron, 2018]. Ces techniques produisent, le plus souvent, une sur-
approximation des erreurs qui peuvent apparaitre dans un programme. Ces méthodes se basent
le plus souvent sur une abstraction des erreurs, a base d’intervalles ou de formes affines, ou une
expression de I’erreur sous forme de probleme d’optimisation globale. D’autres méthodes s’in-
téressent a la détection de grandes erreurs dans un programme [Chiang ef al., 2014, Zou et al.,
2020, Xia et al., 2020]. Pour cela, la technique privilégiée est le test aléatoire. 1l consiste a générer
des valeurs d’entrées aléatoires pour le programme afin de calculer I’erreur produite lors de son
exécution. L’ objectif est de trouver des valeurs d’entrées pour lesquelles le programme produit une
erreur importante : une erreur qui augmente la différence entre le résultat sur R et [F. La génération
aléatoire est le plus souvent guidée par des stratégies d’exploration de I’espace de recherche, afin
d’améliorer I’efficacité du processus.

Dans ce chapitre, nous présentons les principales approches, en analyse statique et dynamique,
approximant les erreurs générées par des programmes ou détectant des cas d’exécution produisant
de grandes erreurs.

4.1 Interprétation abstraite

L’interprétation abstraite [Cousot et Cousot, 1977b, Cousot et Cousot, 1977a] est une théorie
d’approximation et de comparaison des sémantiques. La sémantique d’un programme est I’en-
semble des valeurs prises par les variables d’un programme, tandis que la spécification est I’en-

1. La couverture est une mesure utilisée afin de quantifier le taux de code source exécuté par I’application des tests.
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semble des regles et comportements que le programme doit respecter. Si la sémantique d’un pro-
gramme respecte I’ensemble des spécifications, le programme est dit correct. L’ interprétation abs-
traite fait la différence entre plusieurs niveaux de sémantiques : la sémantique concréte représente
I’ensemble des valeurs que le programme prend réellement, tandis qu'une sémantique abstraite
est une sur-approximation de la sémantique concrete. En général, calculer la sémantique concrete,
d’un programme est trés coliteux voire impossible [Rice, 1953]. C’est pourquoi I’interprétation
abstraite utilise des domaines abstraits, pour permettre 1’analyse d’un programme. Il existe diffé-
rents domaines abstraits, dont les principaux sont les intervalles [Cousot et Cousot, 1977b], les
polyedres [Cousot et Halbwachs, 1978], et les octogones [Miné, 2006]. Des domaines adaptés aux
nombres a virgule flottante [Miné, 2004, Chen et al., 2008] ont également été mis au point. Ils
ont été intégrés dans un analyseur statique, Astrée [Cousot er al., 2006], capable de détecter des
exceptions a I’exécution d’un programme, comme des dépassements, ou overflow, de nombres
a virgule flottante. L’exemple 4.1.1 illustre I’abstraction d’un domaine concret en différents do-
maines abstraits.

Exemple 4.1.1 — Dans la figure 4.1 le nuage de points représente un domaine concret 4.1(a) qui
est abstrait, respectivement, vers un domaine des intervalles 4.1(b), vers un domaine des poly-
edres 4.1(c), et vers un domaine des octogones 4.1(d). Les domaines abstraits sont donnés dans
I’ordre de précision par rapport au domaine concret.

(a) Concret (b) Intervalles

(c) Octogones (d) Polyedres
Figure 4.1 — Abstraction d’un domaine concret en différents domaines abstraits
Par construction, un domaine abstrait est correct : toute propriété satisfaite dans le domaine

abstrait est satisfaite dans le domaine concret. Cela assure que la correction de I’abstraction d’un
programme implique la correction réelle du programme. L’inverse n’est par contre pas toujours
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vrai. Une propriété peut ne pas étre satisfaite dans le domaine abstrait d’un programme : elle ne
respecte pas la spécification, tout en étant vraie dans son domaine concret. Cette notion, appelée
faux positif, signifie qu’une analyse par interprétation abstraite peut détecter une erreur dans un
programme qui ne se produit jamais en pratique. L’exemple 4.1.2 illustre la notion de faux positif
par rapport aux différentes sémantiques d’un programme.

Exemple 4.1.2 — La figure 4.2 montre un faux positif. La forme verte P est le domaine concret
d’un programme : il représente 1’ensemble des valeurs prises par les variables du programme. La
sphere S est la spécification du programme, i.e., I’ensemble des régles et comportements que le
programme doit respecter pour fonctionner correctement. Ici, I’interprétation abstraite cherche a
montrer que P est strictement inclus dans .S : il n’existe aucune valeurs pouvant &tre prise par les
variables du programme de fagon a violer sa spécification.

Le domaine concret étant trés coliteux a calculer, il est sur-approximé par le rectangle bleu
représentant le domaine abstrait des intervalles.

4

Figure 4.2 — Faux positif

La zone rose dans I qui se trouve en dehors de S est un faux positif : cette partie du domaine
abstrait ne satisfait pas la spécification, alors que le domaine concret la satisfait en tout point.

Plusieurs travaux ont adapté I’interprétation abstraite a 1’analyse d’erreurs de calcul sur les
nombres a virgule flottante. En particulier, Fluctuat [Goubault et Putot, 2006, Goubault et Putot,
2011] et PRECiSA [Moscato er al., 2017, Titolo et al., 2018] sont deux analyseurs statiques qui
calculent des sur-approximations des erreurs.

Fluctuat [Goubault et Putot, 2006, Goubault et Putot, 201 1] est un analyseur statique qui utilise
le domaine abstrait des zonotopes [Ghorbal ez al., 2009, Ghorbal et al., 2010] et 1’arithmétique
affine [de Figueiredo et Stolfi, 2004] pour produire une sur-approximation des erreurs de calcul.
Fluctuat utilise le modele d’arrondi a base d’ulp (voir définition 2.3.4). L’idée de la sémantique
concrete de Fluctuat est de décrire la différence entre I’évaluation exacte du programme sur les
réels et son exécution machine sur les nombres a virgule flottante. Pour cela, une variable est
décrite par le triplet (f*, 7", e”), ou f* € F est sa valeur sur les nombres a virgule flottante, r* € R
est sa valeur sur les nombres réels, et e = r* — f7 est son erreur d’arrondi introduite en passant
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de R a FF. Une abstraction de la sémantique concrete proposée par Fluctuat utilise le domaine
des zonotopes : un domaine abstrait relationnel qui conserve certaines relations entre variables
et erreurs a travers le programme. Comme les propriétés algébriques des nombres réels ne sont
pas conservées sur les nombres a virgule flottante, un tel domaine commence par borner r* et e”
puis infere 7 a partir de la différence * — e®. Pour abstraire le triplet (f*, r*, e*), les zonotopes
utilisent I’arithmétique affine : une extension plus précise de I’arithmétique des intervalles prenant
en compte des corrélations linéaires entre les variables. L'exemple 4.1.3 illustre 1’arithmétique
affine sur une variable x quelconque.

Exemple 4.1.3 — Soit x une variable et Z sa forme affine. Une forme affine est une somme formelle
comme montré dans I’équation 4.1.

n
t=af+> afe 4.1)
i=1
Les symboles de bruits ¢; sont des variables symboliques indépendantes avec une valeur in-
connue dans I'intervalle [—1, 1]. Les coefficients af € R sont des dérivées partielles du centre
o € R de la forme affine. Elles peuvent exprimer des incertitudes sur les valeurs de la variable
ainsi que des incertitudes issues des calculs. Le partage de symboles de bruits entre différentes
variables exprime des dépendances implicites.
L’intervalle des valeurs pouvant étre prises par une variable x, défini par une forme affine z,
est donné dans 1’équation 4.2.

n n
(@) = |og = >_laf], ag + > _|af] 4.2)
i=1 i=1
~ est une fonction convertissant une forme affine en intervalle.

En utilisant I’arithmétique affine, 7* et e” sont abstraits avec deux symboles de bruits : ] et e
représentant respectivement I’incertitude sur la valeur réelle et I’incertitude sur 1’erreur. Ainsi la
valeur abstraite d’une variable est composée d’un intervalle et de deux formes affines, tel que x =
(f*, 7%, &%) ou f* est I’intervalle des valeurs dans F que peut prendre la variable x. L’ équation 4.3
donne les valeurs de 7% et de €*.

P=rf 4+ rie] (4.3)
er=ef+ Y efei + > ele (4.4)
7 l

Dans I’expression de I’erreur €%, efe] exprime la propagation de I’incertitude de la valeur au
point 4, tandis que €] e; exprime I’incertitude de I’erreur d’arrondi au point /. Ces deux incertitudes
modélisent la dépendance entre erreurs et valeurs. Fluctuat applique des fonctions de transfert
afin de calculer les valeurs et erreurs des variables pour chaque opération du programme. L’ équa-
tion 4.5 donne les fonctions de transfert de 7%, é*, et f* pour une opération z = x ¢ y ol © est une
addition ou une soustraction.
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P =T Y (4.5)
&% = &" 0 &Y + new.e (e(y(7* — &% o &Y))) (4.6)
£2 = (£% o £¥) N (7% — &) (4.7)

La fonction new.e crée un nouveau symbole de bruit pour I’erreur et la fonction e calcule un
intervalle pour I’erreur d’arrondi. L’expression de ces deux fonctions est donnée dans [Goubault
et Putot, 2011].

Un des mécanismes de Fluctuat permettant d’obtenir des bornes plus précises sur I’erreur est
la division d’intervalles : I’utilisateur défini jusqu’a deux variables dont I’intervalle de valeurs
est découpé en sous-intervalles de tailles égales. L’ analyse est ensuite réalisée indépendamment
sur chaque sous-intervalle, I’erreur globale étant le maximum de toutes les erreurs obtenues. Cette
technique permet d’améliorer 1’approximation calculée, mais est coliteuse en temps d’exécution et
demande une bonne connaissance du probleme afin de choisir des intervalles & découper pertinents.

PRECiSA [Moscato et al., 2017, Titolo et al., 2018] est un analyseur statique qui estime 1’erreur
d’arrondi de programme sur les nombres a virgule flottante. En plus de I’estimation de 1’erreur
produite, PRECiSA géneére un certificat de preuve assurant la correction des bornes calculées. Ce
certificat est vérifié de facon externe avec 1’assistant de preuve PVS [Owre er al., 1992]. PRECiSA
utilise une représentation symbolique des erreurs et raisonne par rapport a leur équivalent sur les
réels. Un nombre 2 virgule flottante est représenté par une paire d’entiers (m,e) € Z2 ol m est
la mantisse et e est I’exposant du nombre a virgule flottante (voir définition 2.1.1). Un nombre a
virgule flottante ¥ est I’approximation en machine d’un nombre réel r et son erreur d’arrondi est
notée e. A partir du modele d’arrondi en ulp (voir définition 2.3.4) et de la notation des nombres
choisie, I’équation 4.8 donne la formule permettant d’exprimer I’ erreur sur une opération.

Go(ri)imy A ¢s(0i)imy = [R(3(0i);y) — o(ri)imy| < es(riei)iy (4.8)

Dans I’équation 4.8, les fonctions ¢ sont des fonctions booléennes exprimant les propriétés a
satisfaire sur R et sur IF pour une opération ¢, R est une fonction de conversion pour faire référence
au nombre réel représenté par un nombre a virgule flottante donné, et € est une fonction donnant
I’expression de I’erreur pour une opération sur les nombres a virgule flottante. Il peut exister plu-
sieurs formules pour une opération sur les nombres a virgule flottante qui satisfont I’équation 4.8.
L’équation 4.9 donne le résultat de 1’application de 1’équation 4.8 aux quatre opérations arithmé-
tiques.
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€1 (ry,e1,re,e2) = €1 +e2 + o ulp(|7"1 + 12 +e1 + e2)

¢4 (r1,r2) = true, ¢+(vl,v2) = true

1
e1+eg+ = ulp(|r1 —ra| +e1 + e2)

(7'1761 ,I'2,€ 2)

¢4 (r1,m2) = true, ¢;(v1,v2) =55/2 > 01 VU1 > 250,
€-(ry,e1,r2,62) = €1 + ez '
¢+(T1) 2) = UG,QZS_T_(’UH,UE) / S 17 /U~ S 2;1;2 ( ) )
1
ex(r.e1,r,e2) = [rilez + [raler + exez + S ulp(([ra| + ex)(|ra] + e2))
¢4 (r1,r2) = true, ¢1.(U1,02) = true
rijes + |rale 1 ri|+e
/ 71176177'2762) = M + = 1 <|1|1)
Ty — eg|rs| |T2| — €2

¢4 (r1r2) =12 #0, ¢;(Ulav2) =1 #0

Les fonctions ¢ sont définies pour I’opération sur les réels et pour I’opération sur les flottants.
Elles doivent étre vrai pour que 1’expression e de I’opération correspondante soit valide.

PRECiSA utilise une sémantique concrete dénotationnelle, structurelle, et compositionnelle :
elle capture les expressions des erreurs et se base sur la notation de 1’équation 4.8. Cette séman-
tique traite aussi les appels de fonctions et propose une représentation correcte des différents che-
mins d’exécution d’un programme. La sémantique concrete utilisée par PRECiSA est calculable
dans certains cas 2, mais nécessite 1’utilisation d’une sémantique abstraite dans le cas général. La
forme symbolique de I’erreur est obtenue sur une abstraction de la sémantique concrete. Cette
abstraction est également applicable aux programmes récursifs. Dans ce cas, elle offre une conver-
gence dans un nombre fini d’itérations et réduit I’explosion combinatoire due au traitement correct
des différents chemins d’exécution (en particulier pour les expressions if-then-else imbriquées).
En effet, la sémantique concréte produit une borne conditionnelle de I’erreur pour chaque com-
binaison de chemins d’exécution sur les réels et sur les nombres a virgule flottante. Cela garantie
un traitement correct des tests instables mais produit en pratique quatre bornes conditionnelles
de I’erreur pour chaque if-then-else. Contrairement a la sémantique concrete qui explicite chaque
borne conditionnelle, la sémantique abstraite utilise une fonction permettant de sur-approximer
ces bornes de I’erreur.

Une fois I’expression symbolique de I’erreur obtenue, il est important de calculer sa valeur
numérique. Pour cela, PRECiSA utilise le solveur Kodiak [Smith er al., 2015], afin de maximi-
ser I’expression symbolique de 1’erreur. Ce solveur applique un branch-and-bound formellement
vérifié [Narkawicz et Mufioz, 2013] pour borner I’erreur a 1’aide de I’arithmétique des intervalles
ou des bases de Bernstein [Lorentz, 1986]. La condition d’arrét du branch-and-bound est soit la
précision choisie pour I’erreur ou bien la profondeur maximale d’exploration autorisée.

4.2 Optimisation globale

L’ optimisation globale est une branche des mathématiques appliquées et de ’analyse nu-
mérique qui cherche a trouver le maximum, ou minimum, d’une fonction. Plusieurs méthodes

2. En particulier pour des programmes sans conditions et non récursifs.
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sont issues de 1’optimisation globale pour calculer des sur-approximations d’erreurs. Les princi-
pales méthodes sont celles utilisées dans FPTaylor [Solovyev ef al., 2015, Solovyev et al., 2018],
Real2Float [Magron ef al., 2017], et FPSDP [Magron, 2018]. Ces méthodes ont en commun I’ex-
pression du calcul d’erreurs sous forme de probleme de maximisation. L'équation 4.10 reprend
ce probleme d’optimisation ot x € X est un vecteur des variables d’entrée dans I’ensemble des
variables du programme et r* est I’erreur maximale que peut produire la fonction f par rapport a
son équivalent exact f.

= magl F(x) — £(x) (410

xeX

Résoudre ce probleme est tres difficile dans le cas général : 1a fonction f est fortement irrégu-
liere et discontinue. C’est pourquoi les approches a base d’optimisation globale travaillent sur une
relaxation du probléme afin de sur-approximer les erreurs calculées, comme donné dans 1’équa-
tion 4.11. Cette relaxation décompose 1’erreur en deux termes [ et h, ou [ est un terme affine et h
est non linéaire.

* < .
r* < r){lea%|l(x)| + I}](nea))((]h(x)] 4.11)

La valeur du premier terme [/ est en général obtenue a 1’aide d’un algorithme d’optimisation
globale tandis que la valeur du second terme £ est le plus souvent approximée avec des intervalles.
Le modele d’arrondi utilisé est celui donné de la définition 2.3.3, ol € et  bornent respectivement
Ierreur relative et I’erreur absolue * introduites par 1’opérateur d’arrondi. Ces approches calculent
des sur-approximations de I’erreur et souffrent donc du méme probléme que les méthodes a base
d’abstractions.

FPTaylor [Solovyev eral., 2015, Solovyev et al., 2018] utilise des séries de Taylor symbolique
couplées a des méthodes d’optimisation globale pour borner les erreurs. L’équation 4.12 donne
une approximation du probléme d’optimisation initial ol les erreurs du modele d’arrondi sont ex-
plicites. La fonction f prend maintenant trois parametres : x € X un vecteur de variables d’entrée
dans I’ensemble des variables du probleme, et e et d les erreurs associées a chaque variable par
rapport au modele d’arrondi de la définition 2.3.3. Toutefois, cette approximation reste compliquée
a calculer : elle introduit 2k nouvelles variables pour e et d, ou k est le nombre d’opérations sur F
potentiellements inexactes.

r* < max| f(x.ed) - f(x)| (4.12)
x€
Ce probléme d’optimisation peut étre simplifié en exprimant f (x,e,d) sous forme de série de
Taylor, comme montré dans I’équation 4.13. L’expression du terme Ry est détaillée dans [Solovyev
etal.,2018].

f(x,e.d) = f(x,0,0)+ >

——(x,0,0)¢; + Ra(x,e,d) (4.13)
i=1 de;

Sachant que la fonction f(x,0,0) est égale 2 f(x), d’aprés le modele d’arrondi utilisé, il
est donc possible d’exprimer 1’erreur de 1’équation 4.12 sous forme de probleme d’optimisation

3. Pour les nombres proche de zéro.



46 CHAPITRE 4 — Analyse de programmes

plus simple a calculer. Ce nouveau probleme est donné dans 1’équation 4.14 o M5 est une sur-
approximation calculable de R»(x,e,d).

k of
Z@el

r* <  max

< + Mo 4.14)
x€X,|ei|<e

(x,0,0)e;

Le terme a maximiser dans 1’équation 4.14 est le premier terme : il est exprimé sous forme
de séries de Taylor symbolique, puis est donné a un solveur d’optimisation globale. FPTaylor est
capable d’utiliser plusieurs solveurs pour résoudre ce probléme : un branch-and-bound simple
a base d’intervalles interne a FPTaylor, NLopt [Johnson, 2017] une librairie pour I’optimisation
non-linéaire, Z3 [de Moura et Bjgrner, 2008] un solveur SMT, ou bien Gelpia [Baranowski et
Briggs, 2017] un branch-and-bound coopératif * a base d’intervalles proposé par les auteurs de
FPTaylor. NLopt n’est pas rigoureux et peut parfois produire des résultats incorrects, tandis que
73 supporte les contraintes d’inégalités, mais n’est pas adaptés pour traiter les fonctions transcen-
dantes ou discontinues. Le solveur le plus efficace pour résoudre ce probleme est Gelpia. Il trouve
une limite rigoureuse supérieure au maximum global d’une fonction multi-variée sur un intervalle
donné. Cela signifie que sa solution est garantie d’€tre supérieure au maximum global sur I’inter-
valle lorsqu’elle est évaluée a 1’aide de I’arithmétique réelle. Il utilise la librairie GAOL [Goualard,
2017] pour I’arithmétique des intervalles. Le deuxieme terme de 1’erreur M est obtenu par arith-
métique des intervalles ou un nombre fini d’itérations d’un solveur d’optimisation globale.

Real2Float [Magron et al., 2017] repose sur la programmation semi-définie positive [Wolko-
wicz et al., 2000] pour borner les erreurs. Contrairement a FPTaylor, ’erreur 6 est négligée dans
le modele d’arrondi de la définition 2.3.3 : cette approche ne prend donc pas les nombres a vir-
gule flottante dénormalisés (voir définition 2.1.3) en compte. Real2Float, note K = X x E ou X
et E représentent respectivement I’ensemble des variables d’entrée et I’ensemble de leurs erreurs
d’arrondi. De la méme fagon que pour FPTaylor, I’erreur est décomposée en deux termes, comme
montré dans 1’équation 4.15 ol 7* est le maximum de r(x,e) la fonction calculant I’erreur absolue
(voir définition 2.3.1) sur K.

r* < max |l(x,e)]+ max |h(x,e)] (4.15)
(x,e)eK (x,e)eK
Une fagon d’obtenir [ est de calculer le vecteur de dérivée partielle par rapport a e évalué en
(x,0) et de prendre le produit scalaire de ce vecteur et de e. L’expression de [ est donnée dans
I’équation 4.16. Ce terme est affine par rapport a e.

I(x.e) _628rxe x,0) 2 (4.16)

de; €

La maximisation de [ repose sur I'utilisation de relaxation en programmation semi-définie po-
sitive [Lasserre, 2006], tandis que h est approximé a partir d’intervalles. Cette approche génere
également des certificats sum of squares (SOS) [Parrilo et Thomas, 2020], afin de garantir la va-
lidité des approximations obtenues. Ces certificats sont facilement vérifiables dans Coq [The Coq
Development Team, 2020].

4. Gelpia est coopératif dans le sens ou les algorithmes d’approximation sont exécutés de maniere concurrente.
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FPSDP [Magron, 2018] est une approche, similaire a celle de Real2Float, calculant une sous-
approximation de I’erreur maximale produite par un programme. Comme pour les autres mé-
thodes a base d’optimisation globale, I’erreur est décomposée en deux termes. Mais contrairement
a I’équation 4.15, la somme des deux termes est remplacée par leur différence afin d’obtenir une
borne inférieure. L’ équation 4.17 reprend cette formulation du probleme.

r* > (;g?é(K\l(x,eﬂ — (xrg?écK|h(x,e)\ 4.17)

Approximer h par intervalles est suffisant, car le terme est en général négligeable par rapport

a . En faisant la différence entre la borne supérieure de h et n’importe quelle borne inférieure

calculée pour [, le résultat est une borne inférieure pour 7*. Le cceur de cette méthode est donc

d’approximer [ : 1a ot Real2Float génere une hiérarchie de bornes supérieures convergentes pour

borner [ a I’aide de relaxations issues de 1’optimisation semi-définie positive, FPSDP cherche a

obtenir une hiérarchie de bornes inférieures, inspirée de [Lasserre, 2011]. La borne inférieure sur
I est obtenue par I’équation 4.18 ol | = min x e)ck [(X,€) et | = max(x )ck I(X,€).

Ir= (xrgz)iécK]l(x,e)] = max{|l], ||} (4.18)

FPSDP propose trois méthodes pour résoudre I’équation 4.18 : une hiérarchie de problémes de
valeurs propres généralisées, une hiérarchie de bornes utilisant uniquement des opérations élémen-
taires, et une hiérarchie de relaxations de programmation semi-définie positive. Chaque méthode
prend en entrée un entier k, le niveau de relaxation, afin de borner la résolution. La méthode
obtenant les meilleures bornes est celle basée sur la programmation semi-définie positive.

Cette approche repose sur une sous-approximation pour fournir une borne inférieure de 1’er-
reur maximale d’un programme. Mais la sous-approximation calculée n’est pas toujours correcte :
elle peut souffrir d’une sur-approximation. Dans certains cas, la sous-approximation obtenue
est plus grande qu’une sur-approximation correcte de I’erreur calculée par d’autres techniques.
L’exemple 4.2.1 illustre ce probléme sur un programme commun dans la communauté d’analyse
d’erreurs sur les nombres a virgule flottante.

Exemple 4.2.1 — Soit rigidBody1l, un programme issu de la suite FPBench [Damouche er al.,
2017b], reprit dans le programme 4.1 écrit en C ou les variables d’entrée x1, x2, 3 prennent leurs
valeurs dans I'intervalle [—15, 15].

double rigidBodyl (double x1, double x2, double x3)
{

return —-x1 % x2 — 2 % x2 * x3 - x1 - x3;

}
Programme 4.1: rigidBody1.

FPSDP calcule une borne inférieure pour 1’erreur maximale de 3,55 x 1073 (résultat prove-
nant de [Magron, 2018]). Gappa, Daisy, et FPTaylor donnent une borne supérieure de 1’erreur
maximale de 2,95 x 10713, Fluctuat et Rosa une borne supérieure de 3,22 x 10713, et PRECiSA
une borne supérieure de 3,23 x 10713 (résultats provenant de [Garcia ef al., 2020b]).

La seule borne plus grande que celle calculée par FPSDP est celle obtenue par un outil du
méme auteur et utilisant la méme méthode : Real2Float. La borne est de 5,33 x 10713 (résultat
provenant de [Garcia et al., 2020b]). La sous-approximation de I’erreur maximale calculée par
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FPSDP n’est donc pas correcte et souffre d’une sur-approximation. Cette sur-approximation est
probablement due a la procédure de relaxation. En effet, pour un niveau de relaxation k£ de 4 au
lieu de 8, la borne inférieure produite pour rigidBody1l est de 1,62 x 10713, Cette borne est
donc valide par rapport aux bornes supérieures produites par les autres outils. Néanmoins, FPSDP
n’offre aucune indication sur le niveau de relaxation a appliquer afin d’obtenir une borne correcte.

4.3 Approches basées sur la satisfiabilité modulo théories

Un probleme de satisfiabilité modulo théories [Biere et al., 2009], ou SMT, est un probléeme de
décision pour des formules logiques du premier ordre avec égalités et sans quantificateur °. Dans
ces formules certains symboles de prédicats et certaines fonctions sont définis dans des théories.
Il existe de nombreuses théories comme celle des nombres réels, de 1’arithmétique linéaire, ou de
diverses structures de données : listes, tableaux, tableaux de bits, ... La théorie pour les nombres
a virgule flottante [Brain ez al., 2015] utilise des vecteurs de bits pour représenter les nombres a
virgule flottante. Un solveur SMT peut étre divisé en deux parties : un solveur SAT® et un, ou
plusieurs, solveur de théorie. La résolution se déroule comme suit : la formule logique de premier
ordre est d’abord traduite en formule logique propositionnelle puis résolue par le solveur SAT. S’il
existe une solution, le solveur de théorie applique une procédure pour vérifier qu’elle est valide
dans la théorie choisie. Sinon, la formule n’est pas satisfiable. Un solveur SMT utilise également le
mécanisme de retour en arriere, ou backtrack, afin d’annuler un choix et explorer d’autres parties
de I’espace de recherche. L’exemple 4.3.1 illustre le type de formules accepté par un solveur SMT,
ainsi que sa traduction pour le solveur SAT.

Exemple 4.3.1 — Soit la formule de logique du premier ordre de I’équation 4.19 accepté par un
solveur SMT.

2<zVz<4)AN(lz=8—y)A(y>0) (4.19)

L’équation 4.19 est traduite en logique propositionnelle, pour un solveur SAT, dans I’équa-
tion 4.20

(pVg ATrAs (4.20)

Les solveurs SMT ont été largement appliqués a la vérification de programme, notamment en
vérification de modeles [Tinelli, 2012], ou model checking. Des outils comme ESBMC [Gadelha
et al., 2018], 2LS [Schrammel ef al., 2017], ou CDFL [D’Silva ef al., 2012] utilisent des solveurs
SMT pour vérifier des programmes sur les nombres a virgule flottante.

Certaines approches en analyse d’erreurs utilisent également des solveurs SMT pour approxi-
mer I’erreur issue de programmes sur les nombres a virgule flottante. Rosa [Darulova et Kuncak,
2014, Darulova et Kuncak, 2017] et Daisy [Izycheva et Darulova, 2017, Darulova et al., 2018b, Da-
rulova er al., 2018a, Darulova et Volkova, 2019] sont deux outils qui utilisent un solveur SMT pour
calculer les erreurs produites par un programme.

5. Le support de quantificateur peut étre ajouté via des théories dédiées.
6. SAT : probléme de satisfaisabilité booléenne, voir [Biere et al., 2009].
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Rosa [Darulova et Kuncak, 2014, Darulova et Kuncak, 2017] est un compilateur source-a-
source capable de faire de la synthese de programme. Il prend en entrée le code d’un programme
écrit dans un langage de spécification non-exécutable avec un type de valeur sur les réels et pro-
duit un code source avec un type de valeur fini approprié (nombre a virgule flottante ou fixe).
Rosa peut également étre utilisé comme outil d’analyse. En définissant un type de sortie pour les
valeurs, il calcule I'intervalle des valeurs sur les réels et borne I’erreur de calcul. Pour réaliser
cette analyse, Rosa combine I’arithmétique des intervalles [Moore er al., 2009] et le solveur SMT
non-linéaire Z3 [de Moura et Bjgrner, 2008]. L’utilisation d’un solveur SMT permet a Rosa de
prendre en compte des contraintes additionnelles arbitraires sur les valeurs d’entrées, e.g., une
inégalité ou égalité sur les valeurs prisent par une variable. L’erreur globale est décomposée en
erreurs d’arrondi et en propagation des erreurs initiales sur les entrées afin d’étre calculée. Les er-
reurs d’arrondi sont calculées a I’aide de 1’arithmétique affine [de Figueiredo et Stolfi, 2004] (voir
exemple 4.1.3), tandis que la propagation d’erreurs initiales est estimée avec une approximation de
Taylor de premier ordre (voir section 4.2). Contrairement a FPTaylor, I’approximation de Taylor
est ici développée par rapport aux entrées du programme. L’ approximation de Taylor est évaluée
automatiquement a 1’aide du solveur SMT non-linéaire Z3. Rosa utilise le modele d’arrondi de la
définition 2.3.3 pour borner I’erreur d’arrondi a chaque opération. L’ appel & un solveur SMT est un
processus coliteux. C’est pourquoi Rosa propose plusieurs optimisations empiriques minimisant
son utilisation. Rosa fait le choix d’utiliser un solveur SMT afin d’évaluer numériquement les in-
tervalles de valeurs et d’erreurs pour les variables d’un programme, mais les expressions produites
par Rosa pourraient étre passées a n’importe quel solveur capable de résoudre des expressions
non-linéaires.

Daisy [Izycheva et Darulova, 2017, Darulova et al., 2018b, Darulova et al., 2018a, Darulova
et Volkova, 2019] est un outil réalisé par les mémes auteurs que Rosa. Il se veut modulaire et
extensible et combine plusieurs techniques d’analyse statique et dynamique de programme sur les
nombres a virgule flottante. Outre les techniques d’analyse introduite dans Rosa, Daisy applique
I’analyse d’erreurs a base d’optimisation globale de FPTaylor ou la division d’intervalles de Fluc-
tuat. En plus du solveur SMT Z3, Daisy supporte le solveur SMT dReal [Gao er al., 2013]. Les
fonctions transcendantes sont également traitées, par analyse du flux de données [Khedker ef al.,
2009], ou data-flow analysis, en suivant 1’approche de [Darulova et Kuncak, 2011]. Une des par-
ticularités de cet outil est qu’il calcule directement I’erreur relative [[zycheva et Darulova, 2017],
contrairement aux autres approches qui peuvent I’inférer a partir de I’erreur absolue qu’elles pro-
duisent. A noter que les bornes de I’erreur absolue et de I’erreur relative ne sont pas corrélées, i.e.,
le maximum de I’erreur absolue n’est pas le méme que celui de I’erreur relative.

4.4 Assistant de preuves

Un assistant de preuves [Geuvers, 2009] a pour objectif d’écrire et de vérifier des preuves
mathématiques. Ces preuves s’appliquent souvent sur des théorémes, au sens mathématique, ou
bien sur des assertions relatives a un programme afin de prouver la correction du programme. Il
existe différentes formalisations de 1’arithmétique des nombres a virgule flottante dans les assis-
tants de preuve [Harrison, 2006, Melquiond, 2012]. Plusieurs outils dans ce domaine supportent
séparément I’analyse séquentielle d’un programme et I’analyse des boucles et conditions de bran-
chement [Boldo et al., 2009, Boldo et Melquiond, 2011, Boldo et al., 2013, Goodloe et al.,
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2013, Boldo et al., 2015, Damouche et al., 2017a). En général, ces approches décomposent le
probléme global en sous-problemes, équivalents a des lignes de code du programme, qui sont plus
simples a vérifier. Ces sous-problémes sont souvent résolut par des outils dédiés. Cette section ne
s’intéresse pas directement aux assistants de preuves permettant de vérifier formellement des pro-
grammes sur les nombres a virgule flottante, mais plutot a 1’outil Gappa [Daumas et Melquiond,
2010] intégrés dans ces assistants. Gappa est utilisé dans certaines de ces approches pour borner
Ierreur d’arrondi des expressions d’un programme.

Gappa [Daumas et Melquiond, 2010] est un outil pour vérifier formellement des propriétés de
programmes sur les nombres & virgule flottante et est utilisé dans le vérificateur Frama-C [Kirch-
ner et al., 2015]. 1l repose sur I’arithmétique des intervalles [Moore et al., 2009] et des regles
de réécriture afin d’améliorer les résultats calculés. Dans Gappa un programme s’exprime sous
forme de propositions logiques qui sont ensuite vérifiées afin de générer des preuves formelles. A
partir d’une analyse du flux de données d’un programme Gappa est capable de fournir une borne
sur-approximant les erreurs de maniere automatique. Il reste toutefois plus efficace sur des pro-
priétés précises de I’arithmétique des nombres a virgule flottante. Dans ce cas, il est possible de
donner des indices a Gappa afin d’améliorer la résolution et d’obtenir une sur-approximation plus
précise de I’erreur. Il génere aussi un certificat de preuve pouvant étre vérifié dans Coq [The Coq
Development Team, 2020]. Le modele d’arrondi utilisé dans Gappa est celui de la définition 2.3.4.
L’exemple 4.4.1, issue de la documentation de Gappa, illustre comment une formule logique est
traduite et donnée en entrée a Gappa.

Exemple 4.4.1 — Soit la formule logique de 1’équation 4.21 sur les nombres a virgule flottante.

c€[-0,3;-0,1] A (2a € [3;4] = b+ce[1;2]) Na—c € [1,9;2,05] = b+ 1 € [2;3,5] (4.21)

Supposons que 1’équation 4.21 est traduite dans le programme 4.2 afin d’étre donné en entrée
a Gappa.

{
¢ in [-0.3,-0.1] /\
(2 %= a in [3,4] —> b + ¢ in [1,2]) /\
a —c in [1.9,2.05]

-> b + 1 in [2,3.5]

a-—>a—-c¢+ c;
b->b+c¢c - c;

Programme 4.2: Formule logique transformée en script pour Gappa.

A 1’aide des propriétés de 1’ arithmétique des nombres 2 virgule flottante, e.g., I’opérateur d’ar-
rondi implicite a chaque opération, et 1’évaluation sur les intervalles, Gappa est capable de sur-
approximer I’erreur générée par cette formule et de produire un certificat de preuve validable
directement dans Coq.
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4.5 Test avec stratégie d’exploration

Le test de programme [Myers, 2004] est souvent utilisé pour assurer la couverture du pro-
gramme. Le test repose sur une simulation ou instrumentation du programme associée a un en-
semble de valeurs d’entrée. Contrairement aux méthodes d’approximation, correctes par construc-
tion et englobant toutes les traces d’exécution d’un programme, les tests se concentrent sur un
ensemble fini de traces d’exécution. Le test ne peut donc que garantir la validité de I’ensemble de
traces d’exécution considéré.

En analyse d’erreurs, le test est employé afin de calculer I’erreur produite par un programme
sur certaines exécutions. Pour ce faire, le programme est exécuté en haute précision”, afin de
simuler 1’exécution sur les réels, en plus de son exécution dans le format de nombres a virgule
flottante 2 vérifier. A partir des valeurs obtenues en sortie, I’erreur absolue (voir définition 2.3.1)
est calculée en faisant la différence des deux résultats. Le mé&me processus est utilisé pour I’er-
reur relative (voir définition 2.3.2). Cette erreur est complémentaire a 1’approximation de 1’erreur
calculée en analyse statique. En effet, 1a ol une sur-approximation de I’erreur considere toutes les
exécutions possibles d’un programme, le test exhibe une seule trace d’exécution produisant une
grande erreur.

De nombreux outils comme S3FP [Chiang et al., 2014], Atomu [Zou et al., 2020], ou
FPED [Xia ef al., 2020] appliquent une analyse dynamique, a base de tests aléatoires guidée par
des stratégies d’exploration, afin de détecter les valeurs d’entrées produisant de grandes erreurs
dans un programme. L’objectif de ces outils est de détecter des cas critiques que peut atteindre
un programme : les cas ou I’erreur produite par le programme est importante et potentiellement
proche de I’erreur maximale. L’erreur maximale représente la plus grande erreur, en valeur abso-
lue, que peut produire un programme. La sélection aléatoire de valeurs offre de bons résultats en
pratique grice 2 la distribution non-uniforme de 1’erreur. Néanmoins, la forte densité ® des inter-
valles sur les nombres a virgule flottante, couplée a la combinatoire de toutes les combinaisons
de valeurs possibles pour les variables, ne permet pas une exploration exhaustive de 1’espace de
recherche dans un temps raisonnable. C’est pourquoi ces outils appliquent des stratégies d’explo-
ration, afin de guider efficacement la recherche de grandes erreurs.

S3FP  [Chiang er al., 2014] est un outil proposant une heuristique de recherche guidée pour dé-
tecter les valeurs d’entrée d’un programme qui cause de grandes erreurs. Cet algorithme, appelé
BGRT pour Binary Guided Random Testing, travaille sur un partitionnement fini de I’espace de
recherche. L’algorithme 4.3 donne la procédure de génération de partitions a partir d’une partition
initiale conf avec Npq itérations. Une partition est un ensemble d’intervalles de valeurs pour
chaque variable d’entrée du programme. La partition initiale est donc 1’ensemble des intervalles
donnant les valeurs que peuvent prendre les variables d’entrée du programme. BGRT commence
par générer, de facon aléatoire, deux sous partitions incompletes ¢, et ¢, a partir de la partition
initiale. Chaque sous partition incompléte contient un sous-ensemble des intervalles de la partition
initiale, tel que c; N ¢, = <. Ensuite, les intervalles de ¢, et de ¢, sont découpés en deux parties
de tailles égales et permutés pour former deux nouvelles partitions complétes. Le processus est
répété Npqr¢ fois, jusqu’a ce que nextg contienne I’ensemble des partitions générées. Dans 1’al-
gorithme 4.3, U est 'union de deux partitions avec des domaines disjoints, tandis que W est la

7. Le plus souvent dans un format 128 bits.
8. La densité des nombres a virgule flottante est plus importante proche de zéro que des infinis.
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ot . = sz L. e s
création d’un ensemble de partitions et” ¢ ~(resp. ¢ ) est la moitié supérieure (resp. inférieure)

.. N, A~ .. ,
de la partition c. Sachant que "¢, U" ¢, (resp. ¢, U ¢y ) est, pour n’importe quel ¢, et ¢, €gale
N~

~ =
a conf (resp. conf), elle n’est ajoutée qu’une seule fois au début de la procédure.
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Entrée : conf, Npqrt /* partition initiale et nombre d’itérations pour la génération de partitions */
Sortie : nextg /* ensemble des partitions générées */
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nextg < conf W conf

R ~ .
pour i de 1 a N, faire
(¢z, ¢y) = PartConf{conf)
nextg < nextgw ("c; U ¢y )W ( ¢z UT¢y)
~~ ~

fin pour
retourner nextg

Algorithme 4.3: Génération de partitions pour BGRT (S*FP).
L’exemple 4.5.1 donne un exemple de partitionnement via PartConf d’une partition c,,.

Exemple 4.5.1 — Soit une partition c¢,, donnée dans 4.22, avec Iy, I, et I3 les intervalles des
variables d’entrées du programme.

Iy +— [—1; 1]
L +—[0,1;02] (4.22)
L~ [-0,2;-0,1]

. IO ’—>[—1;1]
c"'{IQ '—>[—0,2;—0,1]} 25 cT:{Il »—>[O,1;O,2]} (4.24)

La partition initiale est découpée en deux sous partitions incompletes ¢, et ¢, strictement plus
petites, comme montré dans 4.23 et 4.24.

BGRT va, a partir de I’ensemble des partitions, évaluer chaque partition & fois : le programme
prend en entrée des valeurs aléatoires dans la partition et s’exécute en précision machine (32 bits)
et en haute précision (128 bits) pour simuler une exécution sur les réels. La différence entre le
résultat sur 128 bits et le résultat sur 32 bits donne la formule de I’erreur absolue pour les valeurs
d’entrée sélectionnées. A noter que la différence entre les deux résultats étant effectuée sur F,
I’erreur obtenue souffre d’arrondi et peut ne pas étre exacte.

Cette étape est appliquée pour chaque partition, et I’erreur la plus grande est conservée avec les
valeurs qui la produisent. Pour éviter de rester bloquer dans un maximum local, BGRT applique un
mécanisme de redémarrage, ou restart, afin de relancer la recherche sur la partition initiale. Ce re-
démarrage est provoqué avec une certaine probabilité. SFP se limite a ’évaluation de programme
sur 32 bits, car la simulation d’une exécution sur les réels au format 128 bits n’est pas suffisante
pour correctement mesurer I’erreur sur un programme 64 bits (ou plus) sans aggraver 1’approxima-
tion de I’erreur causée par 1’opérateur d’arrondi nécessaire a 1’arithmétique des nombres a virgule
flottante (voir chapitre 2). La stratégie d’exploration de S*FP, malgré Iutilisation d’un algorithme
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de découpe, reste guidée par de 1’aléatoire. M&me si le découpage en sous partitions permet a 1’al-
gorithme d’explorer différentes parties de I’espace de recherche, la sélection d’une sous partition
ne dépend d’aucun critére augmentant les chances de trouver une plus grande erreur.

Atomu [Zou ef al., 2020] est un outil basé sur la notion de conditionnement, une mesure en
analyse numérique [Higham, 2002] représentant la dépendance d’un probléme numérique par rap-
port aux données du probleme, indépendamment de son implémentation. Cette mesure détecte des
valeurs d’entrée pouvant causer grandes erreurs relatives (voir définition 2.3.2) dues a I’ utilisation
des nombres a virgule flottante a la place des nombres réels. L’équation 4.25 donne la formule du
conditionnement pour une fonction f prenant une variable x.

zf'(z)
f(z)
Le conditionnement mesure de combien I’erreur relative introduite par les valeurs d’entrées
est amplifiée par la fonction f et donc fait abstraction de toute erreur introduite par 1I’implé-
mentation de f. En général, calculer le conditionnement I'f(x) est plus difficile que calculer la
fonction f(x) car sa dérivée f’(x) ne peut étre facilement obtenue sans avoir précalculé certaines
quantités [Fu et al., 2015]. C’est pourquoi Atomu calcule le conditionnement atomique : le condi-
tionnement pour chaque opération * atomique du programme. Le code source du programme est
donc nécessaire pour analyser le conditionnement de chaque opération et annoter le programme.
Contrairement 2 S3FP, le programme n’a pas besoin d’étre simulé sur les réels. Ici, I’erreur n’est
pas calculée pour détecter les valeurs d’entrée pouvant causer une grande erreur. Une exécution
similaire 2 S*FP peut étre appliquée sur les résultats d’ Atomu pour vérifier si les valeurs d’entrée
sélectionnées par Atomu produisent effectivement une grande erreur. La table 4.1 donne la valeur
des conditionnements pour les quatre opérations arithmétiques de base ainsi que la zone de danger,
i.e., les valeurs pour lesquelles les opérandes vont produire un grand conditionnement atomique.

Iy(x) = (4.25)

Table 4.1 — Conditionnement atomique pour les opérations arithmétiques

Opération Conditionnement atomique Zone de danger
oplzy) =z+y Tialey) = |5 Trwl@y) =25 v~y
oplry) =z —y T_a(vy) =75 T-ylzy) = —#_y( TRy

op(z,y) =z xy Txu(ry) =Txylzy) =1 -

op(z.y) =z +y Tia(zy) =T:y(2y) = -

Les zones de danger semblent étre en contradictions avec les propriétés des nombres a virgule
flottante connus [Sterbenz, 1974] : pour x = y la soustraction x © y est le plus souvent calculée
exactement. Mais, ces zones de danger restent compatibles avec 1’idée de conditionnement, ol une
erreur existante peut &tre amplifiée dans le résultat si la condition est satisfaite. De plus, le condi-
tionnement est une formule calculée sur les réels, et ne prend donc pas en compte I’'implémentation
de la fonction, par exemple sur les nombres a virgule flottante. Atomu utilise un algorithme évolu-
tionnaire [Bick ef al., 2000] pour chercher les valeurs d’entrée causant des erreurs importantes. Cet
algorithme évolutionnaire simule le processus de sélection naturelle pour résoudre des problemes

9. Les opérations arithmétiques et les fonctions de base : sin, cos, tan, . ..
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d’optimisation. Chaque solution candidate est appelée un individu et il existe une fonction d’éva-
luation déterminant la qualité des solutions. Pour Atomu, un individu est défini en temps qu’un
ensemble de valeurs d’entrée sur F, et la fonction d’évaluation est le conditionnement atomique
sur une opération atomique. L’algorithme comprend trois étapes : |’ initialisation génere aléatoire-
ment des valeurs d’entrées et calcule les conditionnements atomiques pour chaque opération; la
sélection classe les individus en utilisant la fonction d’évaluation ; la mutation favorise les indivi-
dus bien classés et en génere de nouveaux basés sur ces derniers. Les valeurs d’entrées obtenues
par Atomu peuvent ensuite étre vérifiées dans un programme externe qui applique la formule de
Ierreur relative, de la méme facon que S*FP. Ce programme externe calcule I’erreur relative pro-
duite par ses valeurs d’entrée et permet de s”assurer que I’erreur est effectivement grande. A noter
que Atomu ne s’intéresse pas directement aux erreurs produites par 1’arithmétique des nombres a
virgule flottante. Cela veut dire que Atomu peut ne pas détecter de grandes erreurs 1a o S’FP en
trouve une, et inversement. Ces deux approches ne sont donc pas directement comparables.

FPED [Xiaeral., 2020] est un inspecteur d’erreurs sur des expressions arithmétiques. Contrai-
rement aux autres approches a base de test aléatoire, FPED analyse la distribution de 1’erreur sur
I’expression arithmétique avant de générer un ensemble de valeurs a tester. Afin d’obtenir une idée
de la distribution de I’erreur, FPED applique une génération de valeurs, pour un faible nombre de
valeurs, dans 'intervalle de I’expression. Générer un faible nombre de valeurs donne une idée
suffisante de la distribution de I’erreur et permet de spécialiser une exploration plus approfondie.
La génération de valeurs utilisée pour le test a petite échelle respecte la méthode nommée RN-avg,
pour Real Number average distribution generation method, décrite ci-dessous. FPED propose trois
méthodes de génération de valeurs. Elles s’appliquent sur un intervalle de test [a, b] strictement
plus petit que 1’espace de recherche global. En fonction d’un parametre N, avec N > 0, ces mé-
thodes calculent un pas de génération step afin d’obtenir un ensemble de valeurs a tester. RN-avg
est une méthode classique de génération de valeurs. Elle applique la formule step = LLA‘?th, avec
Length la taille de I'intervalle [a, b]. FP-avg, pour Floating-Point average distribution generation
method, génere des valeurs en fonction des caractéristiques des nombres a virgule flottante. Pour
fp_num la quantité de nombres a virgule flottante dans [a, ], le pas de génération est calculé par la
formule step = fp*% Cette méthode génere des valeurs plus proches de a et s’ applique lorsque la
densité des nombres a virgule flottante est plus importante autour de la borne inférieure de I’inter-
valle de test. Une telle méthode est efficace lorsque la borne inférieure de I’intervalle est proche de
z€ro, la densité des nombres a virgule flottante étant dans ce cas plus importante autour de a. IFP-
avg, pour Inverse Floating-Point average distribution generation method, est similaire a FP-avg,
mais les valeurs générées sont loin de zéro. Les valeurs générées sont donc plus proches de b, la
borne supérieure de I’intervalle de test. Ces trois méthodes sont combinées dans un algorithme de
détection d’erreurs générant des plages de valeurs a tester en fonction de la distribution de I’erreur.
Lalgorithme commence par calculer la distribution de 1’erreur dans I’intervalle de test en
appliquant RN-avg pour la génération de valeurs. Une fois la distribution de 1’erreur obtenue,
elle est comparée, avec une tolérance de €, aux quatre distributions de 1’erreur présentées dans la
figure 4.3.
L’ algorithme produit des plages de valeurs sur I’intervalle de test en fonction de la distribution
de ’erreur :
— Pour la sous-figure 4.3(a), la distribution des erreurs est plus dense autour de a, donc
la méthode FP-avg est appliquée. Cette distribution apparait souvent quand 1’expression
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[a, 0] [a, b]
(a) Distribution dense autour de a (b) Distribution dense autour de b
[a, 0] [a, ]
o A
(c) Distribution avec une singularité (d) Distribution irréguliere

Figure 4.3 — Quatre distributions de I’erreur sur [a, b]

contient des fonctions mathématiques et que I'intervalle de test a des valeurs autour de
z€ro.

— Dans la sous-figure 4.3(b), la distribution des erreurs est plus dense autour de b. Cette
distribution est I’'inverse de la distribution de la sous figure 4.3(a), donc la méthode IFP-
avg est utilisée.

— La sous-figure 4.1(c) est une distribution présentant une singularité de I’erreur au milieu de
I’intervalle. Pour cette distribution, la méthode de génération est une combinaison de FP-
avg et IFP-avg. Soit [m, n| I’intervalle de la singularité, avec m le point le plus important
de la singularité. L’intervalle [a, b] est découpé en deux intervalles : [a, m+&] et [m—¢&, b],
avec m le point de découpe. A noter que ces deux intervalles ne sont pas disjoints, et que
des valeurs peuvent étre générées plusieurs fois. La plage de valeurs vérifiée expérimen-
talement pour £ est tres petite, avec £ = “igg N IFP-avg est appliquée sur [a,m + ] et
FP-avg est appliquée sur [m — &, b].

— La derniere distribution de la sous-figure 4.3(d) est une distribution irréguliere. L’algo-
rithme ne détectant pas de caractéristique particuliere, il applique les trois méthodes de
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génération : RN-avg, FP-avg, et IFP-avg pour obtenir des plages de valeurs. Cette distri-
bution apparait souvent lorsque I’intervalle de test est tres petit.

L’algorithme utilise ces plages de valeurs sur I’espace de recherche global pour détecter de
grandes erreurs. FPED réalise aussi une analyse de points chauds, ou hotspots, de 1’erreur dans
I’expression arithmétique. Ces points chauds correspondant aux parties de 1’expression arithmé-
tique qui produisent de grandes erreurs. A partir de cette analyse, FPED détermine les opérations
dans I’expression qui menent a cette erreur. Pour calculer les erreurs, FPED utilise la libraire
MPER [Fousse et al., 2007], afin de simuler I’exécution sur les réels, avec une précision de 128
bits. La formule de I’erreur calculée est Iégerement différente de celle de I’erreur relative classique
(voir définition 2.3.2), le dénominateur de la fraction étant remplacé par I’ulp sur 64 bits de 1’ex-
pression. Ce changement permet de refléter visuellement le degré d’approximation entre la valeur
calculée et la valeur exacte.

4.6 Autres outils

De nombreux autres outils existent pour 1’analyse de programme ou la vérification au sens
large sur les nombres a virgule flottante. CADNA [Jézéquel et Chesneaux, 2008] estime 1’erreur
d’arrondi en remplagant 1’arithmétique des nombres a virgule flottante par 1’arithmétique stochas-
tique discrete [Vignes, 1993]. Un autre outil, PROMISE [Graillat er al., 2019] utilise la méme
technique afin de réaliser un delta-debugging [Zeller, 2009] et détecter les précisions mixtes dans
des programmes. Herbie [Panchekha ez al., 2015] améliore automatiquement 1’exactitude des ex-
pressions sur les nombres a virgule flottante. 11 a également été associé a Daisy afin de combiner
les deux approches [Becker ef al., 2018]. Satire [Das et al., 2020] est un analyseur statique utili-
sant différentes techniques comme I’analyse incrémentale, 1’abstraction, ou I’ utilisation judicieuse
d’évaluation numérique et symbolique afin d’obtenir une analyse statique extensible. Cette ana-
lyse statique est capable de traiter des centaines de milliers d’opérations sur les nombres a virgule
flottante.

Une liste plus complete des outils existants pour I’analyse de programme sur les nombres a
virgule flottante est maintenue par FPBench [Damouche ez al., 2017b] sur leur site web '°.

4.7 Conclusion

L’analyse de programme est appliquée aux nombres a virgule flottante, en particulier pour
I’analyse d’erreurs. Les approches existantes se classent en deux catégories : la sur-approximation
correcte d’erreurs par analyse statique et la détection de grandes erreurs, le plus souvent a 1’aide
de tests en analyse dynamique. L’analyse statique calcule par construction des approximations
correctes de I’erreur, c’est-a-dire que 1’approximation est une borne supérieure valide pour toutes
les erreurs d’un programme. Mais cette analyse souffre de faux positif : la détection d’une er-
reur, ou d’un bug, dans I’approximation ne se produit pas toujours en pratique lors de I’exécution
du programme. Au contraire, les tests en analyse dynamique ne produisent pas de faux positifs,
mais méme la plus grande erreur calculée par ces méthodes ne peut pas garantir la correction d’un
programme. Une analyse a base de tests ne couvre pas non plus I’ensemble des traces d’un pro-
gramme, et doit donc choisir astucieusement comment explorer 1’espace de recherche. Ces deux

10. http://fpbench.org/community.html
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approches sont complémentaires, I’approximation obtenue en analyse statique est une borne supé-
rieure pour I’erreur maximale produite par un programme, tandis que la plus grande erreur générée
par des tests fournit une borne inférieure. Une combinaison de ces approches ouvre de nouvelles
perspectives pour encadrer I’ erreur maximale produite par un programme sur les nombres a virgule
flottante, et détecter certains faux positifs.
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CHAPITRE 5

Un systeme de
contraintes pour les
erreurs d’arrondi

Dans ce chapitre nous présentons notre premiere contribution :@: un systeme de
contraintes pour les erreurs d’arrondi liées aux opérations sur les nombres a virgule flot-
tante. Ce systéeme prend en entrée un CSP étendu aux erreurs. Dans un premier temps,
nous présentons la modélisation d’'un probleme pour calculer des erreurs, puis nous
détaillons la résolution d’un tel probleme.
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Nous avons vu dans les chapitres précédents que les nombres a virgule flottante sont présents
dans de nombreuses applications critiques [Lions et al., 1996, Slabodkin, 1998, Bureau d’En-
quétes et d’Analyse, 2012]. La précision finie des opérations sur les nombres a virgule flottante,
due a la mémoire finie d’un ordinateur, est la cause de nombreuses erreurs de calcul. Ces erreurs
représentent la différence entre 1’exécution du programme en machine et son équivalent mathéma-
tique exact sur les réels. Une telle différence peut causer une divergence dans le flot d’exécution
d’un programme et avoir des conséquences désastreuses a la fois humaines [General Accounting
Office, 1992] et financieres [Quinn, 1983].

Borner ces erreurs est un sujet majeur en analyse de programmes. Obtenir une borne supérieure
de I’erreur permet de mieux connaitre le comportement d’un programme et d’assurer que 1’erreur
ne dépasse jamais une certaine valeur. De nombreuses approches réalisent une analyse statique
du programme pour obtenir une borne supérieure de 1’erreur. Dans le cas général [Rice, 1953],
I’analyse d’un programme est indécidable. De plus, la combinatoire des valeurs sur I pour les va-
riables d’un programme est en général trop grande pour les analyser de maniere exhaustive. C’est
pourquoi ces approches raisonnent sur une sur-approximation du programme. Diverses méthodes
sont appliquées a cette analyse : I'interprétation abstraite [Goubault et Putot, 2006, Goubault et
Putot, 2011, Moscato et al., 2017, Titolo et al., 2018], 1’optimisation globale [Solovyev et al.,
2015, Solovyev et al., 2018, Magron et al., 2017], ou bien encore I’analyse du flot de données
d’un programme [Daumas et Melquiond, 2010, Darulova et Kuncak, 2014, Darulova et Kuncak,
2017, Izycheva et Darulova, 2017, Darulova et al., 2018b, Darulova et al., 2018a, Darulova et
Volkova, 2019].

Notre approche s’inseére dans cette problématique et utilise la programmation par contraintes
(voir chapitre 3) afin d’obtenir une borne supérieure de 1’erreur produite par un programme sur
les nombres a virgule flottante. La programmation par contraintes permet de raisonner, a 1’aide
de contraintes exprimant des relations, sur les valeurs prises par les variables d’un probleme. La
séparation claire offerte entre la modélisation et la résolution d’un probléme permet de représenter
aisément un probléme et d’utiliser des algorithmes génériques puissants pour trouver une solution.
La programmation par contraintes a été étendue aux nombres a virgule flottante [Michel ef al.,
2001, Michel, 2002, Botella et al., 2006, Marre et Michel, 2010]. Les contraintes sur les flottants
ont déja été appliquées a la vérification de programme sur les nombres a virgule flottante [Ponsini
etal.,2016, Zitoun, 2018]. Toutefois, Ces contraintes ne raisonnent que sur les valeurs que peuvent
prendre des variables sur F et ne permettent pas de capturer I’erreur inhérente aux opérations
sur les flottants. Ici, Nous proposons donc des contraintes pour les erreurs d’arrondi dues aux
opérations sur les nombres a virgule flottante. Nous étendons en premier la notion de CSP sur
les nombres a virgule flottante pour prendre en compte 1’erreur, afin de pouvoir modéliser des
probléemes sur les erreurs. A cette fin, nous introduisons un nouveau domaine associé a chaque
variable flottante qui représente son erreur. Nous définissons ensuite un filtrage dédié aux erreurs
qui, couplé au filtrage existant pour les valeurs, permet de supprimer les erreurs inconsistantes des
domaines des variables et donc de borner I’erreur.

5.1 Problématique

Notre objectif est de calculer une sur-approximation correcte de 1’erreur : une borne supé-
rieure que ’erreur ne dépasse jamais. Nous nous concentrons sur les opérations arithmétiques
(8,6,®,) afin de pouvoir calculer exactement 1’erreur sur Q lorsque les variables flottantes
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sont réduites a une seule valeur. Le standard IEEE 754 [IEEE, 2008] définit plusieurs régles et cas
particuliers pour ces opérations, tels que I’arrondi correct obligatoire ou I’évaluation de I’ opération
sans erreur.

Le reste des travaux dans ce chapitre est défini pour les quatre opérations arithmétiques
(6,6, ®, ) sur les nombres a virgule flottante en simple et double précision. L’arrondi consi-
déré ici est celui privilégié dans le standard IEEE 754 : I’arrondi au plus proche pair.

5.2 Modélisation
En programmation par contraintes, un probleme s’exprime sous forme de CSP (voir défini-
tion 3.0.1). La définition 5.2.1 étend la notion de CSP aux erreurs.

Définition 5.2.1 (Probleme de satisfaction de contraintes étendu aux erreurs). Un probleme de
satisfaction de contraintes étendu aux erreurs, ou CSP sur les erreurs, est un triplet (X, D, C)

ol X est un ensemble de variables {z1,...,z,}, D est un ensemble de domaines de valeurs
{Dzy, ..., Dy, }, et de domaines d’erreurs { D, , ..., D, }, et C estunensemble de contraintes
{c1,...,cn}. Ces contraintes portent sur les variables du probleme et expriment des relations entre

domaines de valeurs ou domaines d’erreurs.

La traduction d’un programme sur les nombres a virgule flottante sous forme de CSP est
effectuée a I’aide d’une forme statique a affectation unique [Rosen et al., 1988], ou static single
assignment form (SSA). Un programme se traduit facilement [Wotawa et Nica, 2007] sous forme
de contraintes sur des domaines adaptés aux variables du probleme. L’exemple 5.2.1 illustre la
transformation d’un programme en C sur les nombres a virgule flottante vers un CSP étendu aux
erreurs.

Exemple 5.2.1 — Soit carbonGas, un programme issu de la suite FPBench [Damouche er al.,

2017b], reprit dans le programme 5.1 écrit en C ou la variable d’entrée v prend ses valeurs dans
Pintervalle [15, 3.

double carbonGas(double v)

{

double p = 35000000;
double a = 0.401;

double b = 0.0000427;
double t = 300;

double n = 1000;

double k = 1.3806503e-23;

return (((p + ((a = (n/v)) = (n/v))) = (v — (n = b))) — ((k %= n) = t));

Programme 5.1: carbonGas.

Ce programme se traduit directement sous forme de CSP. Pour chaque variable du pro-
gramme 5.1 il existe une variable dans X du mé&me nom. Si cette variable est issue d’une
constante, comme p, alors il est possible d’affecter son domaine sous forme de contrainte, en
posant p < 35000000, ou bien en réduisant son domaine a une valeur unique en écrivant
D, = 35000000. Lorsqu’une variable est équivalente a une variable d’entrée du programme,

alors son domaine de valeurs est défini comme un intervalle, e.g., v € [%, %] .
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Le CSP est donné dans 5.1.

e {1 1}
1072

p 35000000

a + 0,401

b < 0,0000427

t + 300

n + 1000

k < 1,3806503 x 107>
r=(((p+((ax =) x 2)) x (v = (nx b)) = ((k x n) x 1))

Les domaines d’erreurs des variables ne sont pas explicités au niveau de I’écriture d’un CSP,
sauf si nécessaire. Ici, pour toute variable du CSP décrite dans 5.1, il existe a la fois un domaine
de valeurs et un domaine d’erreurs, que nous allons définir dans la section suivante.

S.D

5.2.1 Variables et domaines d’un CSP

Pour un CSP traduit a partir d’un programme P, une variable x; représente une variable sur
les nombres a virgule flottante, déclarée dans P. Plusieurs types de variables se distinguent dans
un CSP en fonction de leur role dans P : une variable d’entrée est une variable dont la valeur est
donnée en entrée a P ; une variable intermédiaire est une variable dans P dont la valeur est inférée
a partir d’opérations dans le programme ; une constante est une constante dans P dont la valeur est
connue, unique, et indépendante de 1’exécution de P. Pour une variable x;, le domaine de valeurs
D,, représente I’ensemble des valeurs que la variable peut prendre. Afin de prendre en compte les
erreurs de calcul sur la variable z;, un domaine supplémentaire lui est associé. Ce domaine, appelé
le domaine d’erreurs et noté D, représente I’ensemble des valeurs que ’erreur sur le calcul des
valeurs de la variable x; peut prendre. D, est un intervalle sur les nombres a virgule flottante,
comme défini dans la définition 5.2.2.

Définition 5.2.2 (Domaine de valeurs d’une variable x;).
Dy, =[v,t={veF|v<v<v}avecv,v€F
D, estun intervalle sur les nombres rationnels donné dans la définition 5.2.3.

Définition 5.2.3 (Domaine d’erreurs d’une variable x;).
D., = e,e] ={e€Q|e<e<e}avece,ecQ

Le domaine d’erreurs initial d’une variable est obtenu de facon différente en fonction de son
type. Pour une variable d’entrée, son domaine d’erreurs initial est fixé par défaut a :l:% ulp de
son domaine de valeurs. Ces bornes sont possibles grace au standard IEEE 754 [IEEE, 2008]. Le
domaine d’erreurs initial d’une variable intermédiaire est a F-00. Il est par la suite réduit grace au
filtrage. Finalement, le domaine d’erreurs initial d’une constante est calculé exactement et n’est
jamais modifié par le filtrage. Cette erreur s’obtient en évaluant la différence, sur QQ, de la valeur
exacte de la constante sur QQ et de sa valeur approximée en machine sur F. En plus du domaine
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d’erreurs associé a chaque variable, il existe un domaine de [’erreur sur I’opération pour chaque
contrainte arithmétique. Contrairement aux domaines liés a une variable, ce domaine est directe-
ment attaché a une contrainte. Il représente 1’erreur (voir chapitre 2) produite a chaque opération
dans P par I’application de I’opérateur d’arrondi afin d’obtenir un résultat dans F. Comme pour
le domaine d’erreurs sur une variable, il est défini par un intervalle sur Q, comme donné dans la
définition 5.2.4.

Définition 5.2.4 (Domaine de I’erreur sur 1’opération).
Do = e 0] ={ec € Q| es <ep <ep}tavece,éo € Q

Lexemple 5.2.2 illustre les domaines de valeurs et les domaines d’erreurs initiaux pour 1’en-
semble des valeurs d’un CSP étendu aux erreurs.

Exemple 5.2.2 — Reprenons le programme carbonGas donné dans le programme 5.1. Les do-
maines de valeurs des variables du CSP de 5.1 sont donnés dans 5.2 pour chaque variable du
probléme.

11
D, o= |— = D. —

o [10, 2] » = 35000000
Dy = 0,401 Dy = 300 (5.2)
Dy, = 0,000 0427 D,, = 1000

Dy, =1,3806503 x 1073

Les domaines d’erreurs des variables sont quant a eux donnés dans 5.3 pour chaque variable
du probleme.

1 1
D., = —5 ulp(Dy), —1—5 ulp(D,) D., =0
401

D, = —— — 0,401 D, =0

“ 1000 5.3
D., = 427 0,000 0427 D. =0 o

10000000 o

13806503

-23
De, = 1000000000000000000000000000000 1,3806503 > 10

Pour v, la variable d’entrée du domaine, son domaine d’erreurs correspondant est borné par
i% ulp de son domaine de valeurs. Les variables p, ¢, et n sont des constantes exactement repré-
sentables dans F. Leurs erreurs sont donc nulles. Au contraire, les variables a, b, et k sont des
constantes dont la valeur n’est pas dans FF. Le domaine d’erreurs pour ces variables s’obtient en
faisant la différence entre la valeur sur Q de la constante et sa valeur approchée en machine sur FF.
Une telle opération est uniquement possible car ces constantes sont des rationnels.

5.2.2 Contraintes d’un CSP

Une contrainte c; exprime une relation sur un ensemble de variables du probleme qui restreint
les valeurs que peuvent prendre ces variables ou leurs erreurs. Chaque contrainte est équivalente a
une opération du programme P.
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La sémantique classique des contraintes, e.g., z = « + y, ne permet pas d’exprimer de re-
lation sur le domaine d’erreurs des variables. Nous proposons donc une nouvelle notation, de la
forme e,, pour exprimer le domaine d’erreurs de la variable dans une contrainte tout en conser-
vant la sémantique classique pour les variables. De telles contraintes permettent de raisonner sur
les erreurs produites par un programme. Une contrainte peut a la fois exprimer une relation entre
le domaine de valeurs et le domaine d’erreurs des variables. Lorsque c’est le cas, sachant que le
domaine d’erreurs est un intervalle sur @, le domaine de valeurs est promu de F vers QQ, pour per-
mettre d’évaluer la contrainte sur Q. L’exemple 5.2.3 présente quelques contraintes sur les erreurs
permettant de raisonner sur le comportement d’un programme.

Exemple 5.2.3 — Soit le CSP obtenu a partir de carbonGas donné dans le programme 5.1.
Ajouter la contrainte e, <— 0 revient a déclarer que la variable d’entrée v n’a pas d’erreur d’arrondi
due a sa représentation machine. Cette contrainte impacte directement le calcul de I’erreur dans
les autres contraintes.

Au contraire, une contrainte w = v + e,,, permet d’ajouter 1’incertitude de représentation, i.e.,
Perreur, de la variable v & son domaine de valeurs et ainsi d’obtenir sa représentation exacte sur
Q, dans la variable w. Cette contrainte mixte implique le domaine de valeurs D, et le domaine
d’erreurs D., d’une variable du probléme et est donc évaluée comme une contrainte sur Q.

Les contraintes de comparaison peuvent également étre appliquées a un domaine d’erreurs
d’une variable. La contrainte e,, > 0 force I’erreur sur la variable finale » de carbonGas a étre
strictement supérieure a z€ro.

5.2.3 Solution d’un CSP

Une solution d’un CSP est une affectation de chaque variable, et de son erreur, a une valeur de
son domaine de fagon a satisfaire toutes les contraintes du probleme. En pratique, le filtrage seul
ne permet pas de réduire les domaines des variables a une seule valeur. Il va par contre produire
des intervalles réduits pour chaque domaine, ou les valeurs inconsistantes sont supprimées. De
tels intervalles permettent d’obtenir une borne supérieure correcte pour 1’erreur produite par le
programme P. Cette borne est en général inatteignable et loin de I’erreur actuelle. L’ exemple 5.2.4
illustre la solution obtenue sur un CSP apres application du filtrage.

Exemple 5.2.4 — Soit le CSP obtenu a partir de carbonGas donné dans le programme 5.1. Le
filtrage de ce CSP permet d’obtenir les domaines de valeurs réduits donné dans 1’équation 5.4.

D,, = [1,000 000 000 000 000 055 51e—01; 5,000 000 000 000 000 000 00e—01] (5.4)
D, = [2,097 409 200 000 000 186 26¢+06; 3,434 323 000 000 000 000 00e+07] '
Les domaines d’erreurs inférés par le filtrage sont donnés dans 1’équation 5.5.
D., = [-2,775557561562 891351 06e—17;5,551 115123 125782702 12e—17] (5.5)

D, = [-4,238217 666738 820285 93e—08; 3,329 671 783 767 196 537 56e—08|

Les autres variables du CSP étant des constantes, leurs domaines de valeurs et leurs domaines
d’erreurs initiaux ne sont pas modifiés par le filtrage. A partir de ce filtrage, il est possible d’af-
firmer que I’erreur en sortie sur la variable » de carbonGas est toujours plus petite ou égale a
4,238217 666 738 82028593 x 1078 en valeur absolue.
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5.3 Quantifier la déviation du calcul entre R et [F

Les opérations sur les nombres a virgule flottante sont différentes des opérations correspon-
dantes sur les nombres réels. Cette différence provient de I’arrondi appliqué sur chaque opération
élémentaire. L’ensemble des nombres a virgule flottante est un sous-ensemble fini des nombres
réels le résultat d’une opération sur les flottants n’est pas un nombre a virgule flottante, en général.
L’opérateur d’arrondi s’assure que le résultat de chaque opération élémentaire sur I est arrondi au
nombre a virgule flottante le plus proche, en fonction du mode d’arrondi choisi.

Le standard IEEE 754 [IEEE, 2008] définit le comportement de 1’arithmétique des nombres
flottants. Pour les quatre opérations arithmétiques (B, ©, ®, ©), un arrondi correct (voir défini-
tion 2.2.1) est requis : le résultat d’'une opération sur [F doit étre égal a I’arrondi du résultat de
I’opération équivalente sur R. Cette propriété nous donne une borne de j:% ulp sur I’erreur in-
troduite par une opération, avec un mode d’arrondi au plus proche pair. Lorsque le résultat d’une
opération sur [F est arrondi, il est différent du résultat attendu sur R. Ceci vient du fait que chaque
opération qui appartient a une expression complexe a de fortes chances d’introduire une différence
entre le résultat sur IF et celui sur R. Méme si pour une opération, le résultat est correctement ar-
rondi, ’accumulation d’arrondis dans une expression peut mener a une déviation forte entre IF et
R.

La déviation du calcul sur les nombres a virgule flottante est issue de chaque opération élé-
mentaire. Il est donc possible de reconstruire cette déviation a partir de la composition de ces
opérations élémentaires. Une fois cette déviation calculée pour chaque opération élémentaire, 1’ac-
cumulation de ces erreurs en suivant le flot d’exécution de P donne I’erreur produite en sortie par
le programme. Contrairement aux formules classiques de 1’erreur absolue (voir définition 2.3.1)
et de I’erreur relative (voir définition 2.3.2), I’erreur calculée ici est signée. Conserver le signe de
I’erreur permet de prendre en compte la compensation d’erreur qui peut se produire entre plusieurs
opérations arithmétiques. La définition 5.3.1 donne la déviation du calcul pour chaque opération
arithmétique.

Définition 5.3.1 (Déviation du calcul pour les opérations arithmétiques). Pour une opération arith-
métique Z = T ® g la déviation du calcul dans le résultat, noté e, est donné par I’équation 5.6.

e: = (z-y) = (0P (5:6)

Les variables x et y, sur R, sont équivalentes a T et ¢, sur [F, sans erreurs de représentation.
Les opérateurs - et ® sont respectivement 1’opération arithmétique sur R et son opération corres-
pondante sur F.

En plus de la déviation du calcul pour une opération arithmétique, nous définissons 1’erreur
sur I’opération. Cette erreur est égale a la différence entre 1’évaluation mathématique exacte de
I’ opération et son exécution machine approximée. Pour un terme d’erreur générique, e, dans une
opération Z = T ® ¥, la définition 5.7 donne la formule pour calculer cette erreur sur 1’opération.

Définition 5.3.2 (Erreur sur une opération arithmétique). Pour une opération arithmétique zZ =
Oy, avec ® € {®, O, ®, @}, Ierreur sur une opération sur les nombres a virgule flottante, notée
€, est définie comme suit :

eo = ((-5) = (70 ) (5.7)

ou - et ® sont respectivement I’opération arithmétique sur R et sur F.
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Cette définition, proche de la définition 5.3.1 pour la déviation du calcul, ne capture pourtant
pas la méme chose. Elle s’intéresse uniquement a 1’erreur produite par 1’opération, i.e., la diffé-
rence entre I’opération sur R et sur I pour les valeurs en machine de 2 et . Tandis que la définition
pour la déviation du calcul capture également les erreurs attachées aux opérandes de I’opération.

A partir de la définition 5.3.1 pour la déviation du calcul, il est possible d’obtenir I’expression
de I’erreur sur z, le résultat d’une opération arithmétique. Dans la suite, nous montrons comment
obtenir cette expression de I’erreur pour une soustraction. Le résultat sur la soustraction s’étend
naturellement aux autres opérations arithmétiques.

Soit la soustraction définie par Z = £ © ¢ avec Z, %,y € F et un mode d’arrondi au plus proche
pair. Les erreurs des opérandes T et ¢, respectivement e, et e, sont données dans 5.8 et 5.9. Ces
erreurs représentent la différence entre la valeur exacte de I’opérande sur R et sa valeur approchée
en machine sur F.

ex =2 —T (5.8)
ey =y —1 (5.9

L’erreur pour z, dans 5.10, est dépendante des opérandes de la soustraction. Elle s’exprime
comme la différence entre I’évaluation de I’opération sur R et sur [F.

e:=(—-y)—(TO7) (5.10)
A partir de 5.8 et 5.9 pour les erreurs des opérandes, il est possible de réécrire e, comme
montré dans 5.11.

e:=((T+e) = (J+ey) —(2O7) (5.11)

5.12 isole chaque terme de I’erreur présent dans 5.11.

e:=e;—ey+(T—9) —(T07)) (5.12)

Le terme ((Z — §) — (Z © §)) dans 5.12 représente I’erreur produite par I’opération de sous-
traction de la définition 5.3.2. Elle est par la suite notée e. 5.13 donne la formule du calcul de la
déviation pour I’opération de soustraction 2 = T © .

e: =€ — ey + eg (5.13)

L’évaluation de 5.13 est effectuée entierement sur R excepté pour le terme sur I dans eg.
Les équations 5.14, 5.15, 5.16, et 5.17 expriment respectivement la déviation du calcul pour
I’addition, la soustraction, la multiplication, et la division.

Z=TDY—e,=etey+eg (5.14)

ZI=TOy—e, =€ —ey+eg (5.15)

Z=TQY—e,=TXey+7Xeg+ex Xe +eg (5.16)
y X — I X

F=i0joe =020 "% o (5.17)

7 X (7+ey)
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Ces équations sont évaluées sur Q, car I’erreur liée a un nombre a virgule flottante n’est pas
toujours définie dans [F. Cela permet de calculer exactement la déviation du calcul pour ces opéra-
tions.

Les termes eg, eg, eg, et ey représentent I’erreur d’arrondi introduite par I’opération corres-
pondante, comme donnée dans la définition 5.3.2.

5.3.1 Modéle de Perreur d’arrondi

Deux modeles existent pour représenter I’erreur d’arrondi sur une opération (voir les défini-
tions 2.3.3 et 2.3.4 du chapitre 2). Ici, nous choisissons le modele a base d’ulp de la définition 2.3.4.
Il a I’avantage d’exprimer directement la distance entre deux nombres a virgule flottante et de ne
pas dépendre des bornes € et d, contrairement au modele de la définition 2.3.3

Pour ce modele, nous adaptons la définition de 1’ulp (voir définition 2.2.1) aux intervalles.
Un intervalle est conservateur des solutions, i.e., par construction les bornes de I’intervalle sont
toujours plus grandes ou égales aux valeurs effectivement prisent par I’ulp. Contrairement a la
définition classique, pour ulp(x), z est restreint a IF. De plus, I'ulp d’un infini est égal a I’infini.
Si x est un NaN, alors son ulp est a +o0o (ou —oo) afin d’obtenir une erreur finale infinie. Ici,
ulp(0) n’est pas égal a 0 mais applique le cas général pour obtenir chaque borne, restant ainsi
conservateur des solutions. La définition 5.3.3 décrit I’ulp plus formellement pour les contraintes,
ou x est I'intervalle de valeurs que peut prendre une variable z sur [F et L est le plus grand nombre
a virgule flottante numérique représentable dans un format donné.

Définition 5.3.3 (ulp pour les contraintes). Soit x un intervalle a bornes dans F tel que x < X.
ulp(x) est, pour la borne supérieure, le maximum entre les différences du successeur de chaque
borne de x et de la valeur de la borne. La borne inférieure s’obtient par symétrie. De plus, si une
des bornes de x est un NaN, alors ulp(x) est égal a [—00, 400]. L est le plus grand nombre a
virgule flottante numérique représentable dans un format donné.

[—00, +00] six=—00VX=+400
ulp(x) =4 [L”© L, Lo L] silx| =LV[®|=L (5.18)

[min(x~ 6 x,X~ ©X), max(x" ©x,X" ©X)] sinon

Dans certains cas, la définition 5.3.3 de I’ulp sur les intervalles capture une dissymétrie au
niveau des bornes. Cette dissymétrie est due a la distribution des nombres a virgule flottante. En
effet, La densité des nombres 2 virgule flottante est plus forte proche de zéro que vers I'infini. De
plus, chaque nombre a virgule flottante dans I’intervalle ouvert |2%, 241, avec u € Z est a la
méme distance de ses voisins, i.e., I’ulp pour tout nombre a virgule flottante dans cet intervalle est
le méme. Donc, pour une opération z = x © 'y avec ® € {®,5,®, 0} etz > 0. Si max|z| est un
nombre a virgule flottante de la forme 2 avec u € Z, alors la borne inférieure de ulp(z) est égale
a la moitié de sa borne supérieure. Cette réduction s’ obtient par simple symétrie sur les intervalles
négatif. L’exemple 5.3.1 illustre cette dissymétrie pour différents intervalles dans F.
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Exemple 5.3.1 — Soit les intervalles a = [2;4], b = [1,5;2], c = [-2;2],d = [1; 3], et e = [2;2].
L’ulp pour chaque intervalle est donné dans 5.19.

ulp(a) = [—2,220 446049250313 x 10716, 4,440 892 098 500 626 x 10—16}
ulp(b) = [-1,110223 024 625 157 x 10716, 2,220446 049250313 x 107'9]
ulp(c) = [-2,220446 049250313 x 10716, 2,220446 049250313 x 107'9] (5.19)
ulp(d) = [-2,220446 049250313 x 107'%:2,220446 049250313 x 107'€]
]

ulp(e) = [-1,110223 024 625 157 x 107'%:2,220446 049250313 x 107!

L’ulp de c reste symétrique, car I’intervalle contient O et ses bornes sont identiques, en valeurs
absolues. Pour d, ’ulp est symétrique car aucune des bornes de I’intervalle n’est un nombre a
virgule flottante qui s’écrit sous forme de puissance de deux. Il n’est donc pas possible de réduire
plus les bornes de I'ulp sans perdre de solution. Au contraire, I’ulp de a est asymétrique étant
donné que I’intervalle contient tous les nombres entre 2% et 24+ inclus, pour v = 1. De méme
pour b, ot b est égal 2 2!, donc la borne supérieure est sur-approximé avec ’ulp des nombres
a virgule flottante de la puissance 2', tandis que la borne inférieure prend la moitiée de la borne
supérieure. Pour I’intervalle e, qui est un intervalle dégénéré égal a 2, I’ulp se trouve de part et
d’autre de 2', donc il est possible de réduire la borne inférieure a la moitiée de la borne supérieure.

A partir de cette définition de ’ulp, il est possible de construire un modele de I’erreur d’arrondi
pour une opération arithmétique. Considérons 1’opération binaire Z = ¥ ©® ¢ prenant deux nombres
a virgule flottante % et ¢ en entrée et donnant le nombre a virgule flottante Z en sortie, avec ® &€
{®,6,®,0}. Lerreur sur I’opération est bornée dans le cas général par la définition 5.3.4.

Définition 5.3.4 (Modélisation de 1’erreur d’arrondi). Soit une opération binaire Z = & ® § pre-
nant deux nombres a virgule flottante = et j en entrée et donnant le nombre a virgule flottante z
en sortie, avec ©® € {®, O, ®,®}. Soit x,y, z les intervalles représentant les nombres a virgule
flottante Z, g, Z respectivement. Sur les intervalles, 1’erreur pour une opération est, dans le cas gé-
néral, toujours dans I’intervalle % ulp(z). Si les intervalles des opérandes, x et y, sont dégénérés,
alors I’erreur sur I’opération est égale a la différence entre I’opération effectuée sur R et 1’opéra-
tion effectuée sur . L’équation 5.20 formalise cette borne sur les intervalles et traite le cas des
intervalles dégénérés pour x et y.
Jixy) - x0y),(xy) - xo0y)] six=XAy=y (5.20)
3 ulp(z) sinon '

La définition 5.3.4 est générale pour les quatre opérations arithmétiques (b, S, ®, ©), mais il
existe certains cas particuliers ou1, en fonction de 1’ opération, il est possible d’obtenir une meilleure
borne de I’erreur.

Pour I’addition et la soustraction, sachant que £ © § = & @ (—7), I’équation 5.21 donne les
trois cas particuliers ol I’opération est exacte, i.e., I’opération ne produit pas d’erreur d’arrondi.
Le premier cas est dii au théoréme de Sterbenz [Sterbenz, 1974], tandis que les deux autres cas
sont possibles grace aux théoremes de Hauser [Hauser, 1996].

0,0 siyo2<x<2®y
es = 1[0,0] si rnd(x @ y) est un nombre dénormalisé (5.21)

[0,0] si|x@y|<2® u,avec u le plus petit nombre normalisé
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Une multiplication, Z = & ® ¢, est exacte lorsque une des deux opérandes est un nombre a
virgule flottante représentable exactement sous forme de puissance de deux. Cela est uniquement
vrai lorsque le résultat de 1’opération est un nombre normalisé. Un nombre dénormalisé n’est pas
forcément suffisant pour représenter exactement le résultat de cette opération et peut produire un
dépassement de capacité. L’équation 5.20 formalise ce cas.

egx =[0,0] si(x=2"AxX=2%)V(y =2“Ay =2") avec u € Z et z est un nombre normalisé

B (5.22)

Comme pour la multiplication, une division, Z = T © g, est exacte lorsque son résultat est

un nombre normalisé et que son dénominateur est un nombre a virgule flottante représentable
exactement par une puissance de deux. L’équation 5.23 donne ce cas exact pour la division.

ey =[0,0] siy =2“ Ay =2"avec u € Z et z est un nombre normalisé (5.23)

Les définitions 5.3.3 et 5.3.4 sont écrites sur les intervalles. Les calculs sont effectués sur Q
et appliquent les regles classiques de I’arithmétique des intervalles [Moore et al., 2009]. En plus
de ces regles, I’ensemble Q utilisé pour les intervalles est étendu comme suit, afin de représenter
correctement notre modele de 1’erreur, Q U { —o0, +00, NaN}.

5.4 Filtrage dédié aux erreurs d’arrondi

Un probleme de satisfaction de contraintes, avec des contraintes étendues aux erreurs couplées
aux domaines d’erreurs et aux domaines d’erreurs sur I’opération permet de modéliser 1’analyse
d’erreurs d’un programme sur les nombres a virgule flottante. Une fois cette modélisation du
probléme obtenue, il est nécessaire d’appliquer un processus de filtrage pour supprimer les valeurs
trivialement inconsistantes des domaines des variables.

Notre filtrage applique une 2B-consistance (voir définition 3.1.4 du chapitre 3). Pour les do-
maines de valeurs, sur les nombres a virgule flottante, cette consistance est issue de [Michel et al.,
2001, Michel, 2002, Botella et al., 2006, Marre et Michel, 2010]. L’application de cette consis-
tance nécessite des fonctions de projection, qui raisonnent sur une décomposition des contraintes
en contraintes élémentaires, afin de réduire les domaines de valeurs. Ces fonctions de projections
ne sont pas adaptées au calcul de I’erreur, et ne permettent donc pas de réduire les domaines
d’erreurs des variables.

Nous proposons de nouvelles fonctions de projection, dédiées aux erreurs, afin de mettre en
place une 2B-consistance sur les domaines d’erreurs des variables d’un probleme. Ces fonctions
sont définies a partir des équations 5.14, 5.15, 5.16, et 5.17. Elles expriment la déviation du calcul,
pour chaque opération arithmétique, entre son exécution en machine sur F et son évaluation ma-
thématique exacte sur R. Comme ces formules de la déviation sont écrites sur R, elles s’étendent
naturellement aux intervalles. De plus, ces formules permettent d’isoler chaque terme d’erreur et
donc de I'inférer a partir des autres erreurs. Par soucis de clarté, x et ex sont respectivement 1’in-
tervalle du domaine de valeurs D, et du domaine d’erreurs D., de la variable z. Ces fonctions
de projections sont toutes de la forme e, < e, N g(ex,ey,e) o, pour une erreur e, la fonction
de projection applique une fonction g prenant en entrée les autres erreurs de la contrainte (ey,
ey, et e) et donnant en sortie un intervalle d’erreurs sur Q. Une fois cet intervalle obtenu, son
intersection avec e, produit un nouveau domaine d’erreurs correct pour I’erreur e;.
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Pour une contrainte d’addition de la forme z = = + y, les équations 5.24, 5.25, 5.26, et 5.27
donnent les fonctions de projections calculant I’erreur associée a chaque variable de I’opération
ainsi que I’erreur sur I’opération.

e, e,N(ex +ey+egy) (5.24)
ex «—exN(e, —ey —eq) (5.25)
ey —eyN(e, —ex —egy) (5.26)
ep —egN(e, —ex —ey) (5.27)

Pour une contrainte de soustraction de la forme z = x—y, les équations 5.28,5.29, 5.30, et 5.31
donnent les fonctions de projections calculant I’erreur associée a chaque variable de I’opération
ainsi que I’erreur sur I’opération.

e, e, N(ex —ey +eg) (5.28)
ex —exN(e,+ey, —eg) (5.29)
ey «——eyN(—e, +ex+eg) (5.30)
ec —egN(e, —ex+ey) (5.31)

Pour une contrainte de multiplication de la forme z = x X y, les équations 5.32, 5.33, 5.34,
et 5.35 donnent les fonctions de projections calculant I’erreur associée a chaque variable de 1’opé-
ration ainsi que 1’erreur sur I’opération. Contrairement a 1’addition et a la soustraction, ou les va-
leurs des opérandes ne sont pas présentes dans les fonctions de projection, les domaines de valeurs
de x et y sont utilisés pour calculer les erreurs dans une multiplication. Cela donne deux fonctions
de projections supplémentaire pour x et y, comme montré dans les équations 5.36 et 5.37. Mé&me si
ces fonctions calculent de nouveaux domaines de valeurs, leur évaluation est faite sur Q, car elles
impliquent également les domaines d’erreurs des variables de la contrainte. Apres application de
ces deux fonctions, les intervalles, sur (Q, obtenus pour x et y sont interséqués avec les domaines
de valeurs correspondant, sur I, calculés a partir des fonctions de projections de [Michel ef al.,
2001, Michel, 2002, Botella et al., 2006, Marre et Michel, 2010].

e, < e, N (xey + yex + exey + eg) (5.32)
e, — e, N (ez—xey—e®> (5.33)
y +ey
e, —yex — €y
~—yn|{——— 5.34
°y Y ( X + ex ) ( )
ey ey N (e, — xey — yex — exey) (5.35)
X & %N (ez —Yex ; OxCy ~ e®> (5.36)
y

y < yn (ez — Xy ; OxCy ~ e®) (5.37)
X
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Pour une contrainte de division de la forme z = x =+ y, les équations 5.38, 5.39, 5.40, et 5.41
donnent les fonctions de projections calculant I’erreur associée a chaque variable de I’opération
ainsi que I’erreur sur I’opération. De la méme facon que pour la multiplication, les domaines
de valeurs des opérandes x et y sont présents dans les fonctions de projections calculant les er-
reurs. Cela permet d’écrire les équations 5.42 et 5.43 donnant les fonctions de projections pour
les domaines de valeurs des opérandes. Pour plus de lisibilité, la fonction de projection pour y
est décomposée dans les trois équations 5.44, 5.45, et 5.46. Ces équations nécessitent de résoudre
une équation quadratique et de calculer une racine carrée. Obtenir une racine carrée exacte sur Q
n’est pas possible dans le cas général. Mais, griace a un arrondi extérieur des bornes, un intervalle
conservatif du résultat de la racine carrée sur QQ est calculé en plongeant 1’opération dans F. Cette
relaxation de la racine carrée demande toutefois une sur-approximation de la valeur résultante de
I’opération obtenue due aux régles de I’arithmétique des intervalles.

yex — Xey
e, +—eN|——+e (5.38)
( y(y +ey) ®>
xXey
ex «—exN|(e;—ep)(y+ey)+ 5 (5.39)
ex — ey +tepy
eyeeyﬂ< ez—e@—|—$ ) (5.40)
yex — Xey
ep+—epNle, ————-— (5.41)
© © y(y +ey) )
x ¢ x N <(e® —eu)y(ytey) + yex) (5.42)
ey
y < y N [min(8;,d,), max(dy, 62)] (5.43)

ex — (e —ep)ey — VA

5q e o) (5.44)
by X (e;(e_ efizy) VA (5.45)
A [0,400[ N ((e; — ep)ey — ex)” + 4(e, — ep)eyx (5.46)

Pour une contrainte d’affectation de la forme 2 < =z, les équations 5.47 et 5.48 donnent les
fonctions de projections calculant I’erreur associée a chaque variable de 1’opération, uniquement
lorsque le programme est exprimé sous forme statique a affectation unique [Rosen et al., 1988], ou
static single assignment form (SSA). Contrairement aux contraintes arithmétiques, une contrainte
d’affectation ne contient pas d’erreur sur 1’opération, 1’erreur d’une variable est directement trans-
mise a 1’autre variable de I’opération.

e, < ez MNey (5.47)
ex ¢ exNey (5.48)
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Les fonctions de projection, pour les domaines d’erreurs, sont uniquement définies sur les
quatre contraintes arithmétiques (4, —, X, et +) et la contrainte d’affectation, ou I’erreur calculée
est simplement transmise a la variable assignée. En effet, I’erreur n’étant pas prise en compte dans
les opérateurs de comparaisons, seules les fonctions de projections sur les domaines de valeurs
sont nécessaires pour ces contraintes.

Ce filtrage, noté @, respecte les propriétés données dans les équations 5.49 a 5.53 oui, pour un
CSP étendu aux erreurs (X, C, D), S est I’ensemble des solutions existantes dans D et D’ C D
pour tout sous-ensemble de domaines D’.

DY C D (5.49)

oD YNS=D'NS (5.50)

dD)=@ = D'NnS=0 (5.51)
(D'=D)A(D'NS=0) = &D)=0 (5.52)
(D)=D)A(D'NS+#2) = ®D)=D (5.53)

L’équation 5.49 garantie que le filtrage produit uniquement des domaines plus petits ou égaux
aux domaines donnés en entrée et I’équation 5.50 assure que les domaines obtenus apres filtrage
reste conservateurs des solutions. L’équation 5.51 affirme que si le filtrage retourne 1’ensemble
vide, alors il n’existe pas de solution dans D’ satisfaisant les contraintes du probleme. Les équa-
tions 5.52 et 5.53 sont spécifiques & une instanciation de I’ensemble des domaines de D’. Si cette
instanciation est solution du probléme, alors 1’application du filtrage retourne une instanciation
des domaines comme tel, sinon le filtrage retourne I’ensemble vide.

De la méme facon que sur le continu ou sur les nombres a virgule flottante, la 2B(w)-
consistance est préférée a la 2B-consistance. En pratique, w est fixé & un nombre de valeurs du
domaine. La propagation s’ arréte donc lorsque les réductions de domaines ne sont pas plus grandes
que w. Cette restriction accélere la résolution d’un probléme et évite de possibles convergences
lentes causées par le filtrage.

5.4.1 Liens entre domaines de valeurs et domaines d’erreurs

En plus du filtrage appliqué lors de la résolution pour réduire les domaines des variables, il
est possible de tirer avantage de certaines propriétés entre les domaines de valeurs et les domaines
d’erreurs afin de déclencher d’autres réductions. Contrairement aux domaines de valeurs, ou les
contraintes explicites sur les valeurs des variables impliquent naturellement des réductions de
domaines, les relations entre valeurs et erreurs n’existent que pour la multiplication et la division
au niveau des contraintes. Nous formalisons deux relations entre domaines de valeurs et domaines
d’erreurs qui combinées au filtrage aide a réduire ces domaines.

Une premiére relation entre ces deux domaines se base sur le standard IEEE 754 [IEEE, 2008]
et la notion d’arrondi correct (voir définition 2.2.1 du chapitre 2). Sachant que les quatre opéra-
tions arithmétiques sont correctement arrondies au nombre a virgule flottante le plus proche, alors
I’équation 5.54 est valide pour z, ¢ € F.

ey - (@0
2

(G07) - (05"
2

(Zoy) - <@ g <@y -+ (5.54)
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Cette équation affirme que le résultat de 1I’opération sur [F se trouve a un demi ulp prés du
résultat exact sur R. A partir de cette équation, il est possible de borner Ierreur sur I’opération,
comme montré dans I’équation 5.55 ou Z, ¢y € F.

_Gop-@Ee” L@op'-@Eoy)
2 2

Les bornes sur cette erreur expriment une relation entre le domaine de valeurs et le do-
maine d’erreurs sur I’opération : I’erreur sur une opération ne peut jamais étre plus grande que
le plus grand demi ulp du domaine de valeurs de la variable résultat de 1’opération. A partir
de cette relation, il est possible d’étendre 1’équation 5.55 aux intervalles afin d’améliorer le fil-
trage des domaines d’erreurs. Pour chaque contrainte arithmétique de la forme z = x - y, avec
- € {+, —, X, +}, I'équation 5.56 donne une fonction de projection supplémentaire, étendue aux
intervalles, réduisant le domaine de 1’erreur sur I’opération pour cette contrainte.

(5.55)

min(z—2"),(Z-2"))  max((z* -~ 2),(z" ~ 7))

en —exn |[— ,
O] © 2 2

(5.56)

La contraposée de cette propriété offre une autre relation entre domaine de valeurs et domaine
d’erreurs. En effet, ’erreur sur une opération est, en valeur absolue, plus petite ou égale au plus
grand demi ulp du domaine de valeurs de la variable résultat de I’opération. Pour une contrainte
z =x-y,avec - € {+,—,X,+},si |egy| > 0, alors la plus petite valeur de z peut ne pas étre
support du résultat. Pour ces petites valeurs, en valeur absolue proche de zéro, si leur demi ulp
est plus petit que |e |, alors ces valeurs ne peuvent pas étre associées a une erreur sur 1’opération
assez grande pour €tre dans le domaine de e(,. La proposition 5.4.1 donne une borne inférieure sur
le domaine de valeurs de z a partir du domaine d’erreurs de 1’erreur sur I’opération.

Proposition 5.4.1. Soit la contrainte z = x - y avec - € {+, —, X, +}. Si la borne inférieure du
domaine de |e)| est 1.m x 2¢, alors 6 = 1.0 x 2°TPt™ est une borne inférieure pour |z|, ot p est
la longueur de la mantisse m. Si m est a zéro, alors n = 1, sinonn = 2.

Cette proposition est valide lorsque la borne inférieure de |eg| est un nombre normalisé, c.f,,
la preuve 5.1. Son extension aux nombres dénormalisés est directe.

Preuve 5.1. Sim = 0, [’erreur sur I’opération eg, est bornée comme montré dans I’ équation 5.57.

1.0...0 x 2° < |eg| (5.57)

Sachant que cette borne est un demi ulp, il est possible d’expliciter la fraction afin d’obtenir
[’ulp dans le numérateur, comme donné dans 1’équation 5.58.

1.0...0 x 2¢H1
e ™ (5.58)

Dans cette équation, le numérateur de la borne est un nombre normalisé, or [’ulp est [’unité
en derniere position de la mantisse. L’équation 5.59 déplace le bit a 1 en derniere position de la
mantisse, ce qui augmente 1’exposant de p, la taille de la mantisse.

0.0...01 x 2¢ftptl
2

< leg| (5.59)
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Le numérateur de la fraction est remplacé par la différence entre les nombres a virgule flottante
calculant I'ulp, comme montré dans I’équation 5.60. L'ulp est égal a a™ — a, ot a est un nombre
a virgule flottante et a™ est son successeur.

1.0...01 x 2¢tPtL _1.0...0 x 2¢tpPtl
2

Cette équation borne bien |eg| par le demi ulp de 1.0...0 x 2°tPTL En remplacant cette
valeur par 9, nous obtenons I’équation 5.61.

< leo) (5.60)

ot —46

< leo] (5.61)

Cela borne |eg| par le demi ulp de § = 1.0 x 2°TP*™ gyec n = 1, pour m = 0. Si m # 0,
alors I’exposant de la borne est décalé de 1, donnant n = 2.

La valeur de I'ulp change entre chaque puissance de deux. Sachant que § est une puissance de
deux, alors toute valeur inférieure a § a un ulp plus petit. Ainsi aucune valeur dans |z|, strictement
plus petite que 0, n’a de support dans le domaine de |ec)| pour I'erreur sur I’opération. La borne
0 < |z| est donc valide.

La propriété 5.4.1 réduit le domaine de valeurs d’une variable résultant d’une opération, si
et seulement si, le domaine de I’erreur sur 1’opération correspondant ne contient pas zéro, i.e., le
résultat de I’opération n’est jamais calculé exactement, quelles que soient les valeurs d’entrée. En
pratique, ce cas n’apparait pas souvent. Néanmoins, si dans I’ensemble des contraintes, il existe
une contrainte sur 1’erreur qui force I’erreur a ne pas étre égale a zéro, alors cette borne inférieure
produit des réductions de domaines intéressantes. Sinon, le filtrage classique s’applique.

5.5 Contraintes sur les erreurs

Les contraintes sur les erreurs, introduites dans la sous-section 5.2.2, expriment des rela-
tions sur les domaines d’erreurs des variables d’un CSP. De telles contraintes permettent de
raisonner sur les erreurs et de modéliser, puis résoudre de nouveaux problemes. En effet, grice
aux contraintes sur les erreurs produites par un programme, il est possible de trouver des va-
leurs d’entrées exhibant un comportement particulier du programme de maniere automatique.
L’exemple 5.5.1 illustre ce raisonnement sur un programme qui calcule les racines réelles d’une
équation cubique.

Exemple 5.5.1 — Soit la fonction gs1_poly_solve_cubic qui calcule les racines réelles de
I’expression z2 + ax? + ¢ = 0. Cette fonction est directement issue de GSL [Galassi er al., 2009],
pour GNU Scientific Library, une librairie proposant de nombreux outils et fonctions dédiés au
calcul scientifique. La fonction gs1_poly_solve_cubic est reprise dans le programme 5.2
écrit en C jusqu’a sa premiere condition.

Ici, nous nous intéressons a la premiere condition, i.e., = 0 && == 0. En général,
tester 1’égalité d’une variable a 0 est interdit dans les programmes numériques, sauf si cela permet
d’éviter des exceptions comme une division par zéro. Nous cherchons a savoir s’il existe des
valeurs d’entrée tel que R et () sont toutes les deux égales a 0 et calculées sans erreurs. Afin de

répondre a cette question, nous prenons a € [14,16], b € [—200, 200], et ¢ € [—200, 200].
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int gsl_poly_solve_cubic (double a, double b, double ¢, double %x0,
double =*x1, double %x2)
{

double q = (a = a — 3 % b);

double r = (2 = a * a * a — 9 % a b + 27 % c);

double Q = q / 9;
double R =1 / 54;
double Q3 = Q * Q * Q;
double R2 = R % R;

double CR2 = 729 % r = 1;
double CQ3 = 2916 * q = q * (q;

if (R==0&&Q == 0)
{

*x0 = —a / 3 ;
*x1 = —-a / 3 ;
¥x2 = —a [/ 3 ;
return 3 ;

Programme 5.2: gsl_poly_solve_cubic.

Les variables d’entrée sont également considérées sans erreur. Le calcul de R et () dépend res-
pectivement des variables r et ¢, qui sont obtenues a partir des variables d’entrées du programme.
Le CSP modélisant ce probleme est donné dans 5.62.

a € [14,16], b € [~200, 200], ¢ € [—200, 200]
g 0,ep < 0,e.+ 0
g=02xaxaxa—9xaxb+27xc)

r=(axa—3xb) (5.62)
4 p_ "

Q_WR 54

eg=0,eg =0

La résolution de ce probleme est effectuée a partir du filtrage sur les erreurs introduit dans
ce chapitre couplé a la stratégie de recherche bissection sur les nombres a virgule flottante (voir
chapitre 3). Une solution de ce probléme est donnée dans 5.63

a=15b=75c=125

eqa=0,e,=0,e.=0

q=0,r=0
e —0 e =0 (5.63)
q — Y +r —
Q=0,R=0

eg=0,eg=0
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Pour cette solution, il est intéressant de noter que les variables ¢ et » du programme sont aussi
égales a 0 et que leur erreur est nulle. La condition est donc a la fois satisfaite sur les nombres a
virgule flottante et sur les nombres réels.

Une autre question intéressante a se poser et de savoir s’il existe des valeurs d’entrée tel que
Q@ et R sont égales a 0 avec une erreur de calcul. Afin de modéliser ce probleme, les contraintes
sur les erreurs de () et R sont remplacées par des inégalités strictement supérieures a zéro. 5.64
reprend le CSP modélisant ce probleme.

a € [14,16], b € [—200, 200], ¢ € [—200, 200]
eqg 0,6 0,e.+ 0

g=2xaxaxa—9xaxb+27xc)

r=(axa—3xb) (5.64)
_ 9 p_ T
Q_g’R 54

eg>0,eg >0

La résolution de ce probleme est effectuée a partir du filtrage sur les erreurs introduit dans
ce chapitre et avec la stratégie de recherche bissection sur les nombres a virgule flottante. Une
solution de ce probléme est donnée dans 5.65.

a = 1,499999 999999 999 644 73 x 10!

b = 7,499999 999 999 995736 74 x 10!
¢ = 1,249999 999 999 999 289 46 x 102

eqa =0, =0,e.=0

5.65
q=0,r=0 ( )
eq = 2,1316282073 x 107!, ¢, = 1,4388490399 x 107"

Q=0,R=0

eq = 2,3684757859 x 107° ep = 2,664 5352591 x 1074

Cette solution illustre le fait qu'une faible perturbation des valeurs d’entrée d’un programme
peut changer un calcul correct en un calcul avec erreurs. Ici, a cause des erreurs d’arrondi, la
condition est satisfaite sur les nombres a virgule flottante, alors qu’elle ne I’est pas sur les nombres
réels.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit notre systeme de contraintes pour les erreurs d’arrondi.
Afin de modéliser un tel probleme, nous avons étendu la notion de probleme de satisfaction de
contraintes aux erreurs. En plus du domaine de valeurs associé a chaque variable d’un probleme,
nous proposons un nouveau domaine : le domaine d’erreurs. Ce domaine représente 1’erreur d’ar-
rondi associée a chaque variable. En plus de ce domaine, un domaine de I’erreur sur 1’opération est
utilisé afin de modéliser I’erreur d’arrondi produite a chaque opération arithmétique. Pour résoudre
un tel probléme, nous introduisons un nouveau filtrage, sur les domaines d’erreurs, appliquant une
2B-consistance. Notre calcul de I’erreur tire pleinement avantage des spécificités de 1’arithmétique
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des nombres a virgule flottante. Ainsi, il est possible d’obtenir une meilleure borne de ’erreur.
Nous proposons également de nouvelles contraintes sur les erreurs. Ces contraintes expriment des
relations entre domaines d’erreurs, ou domaines d’erreurs et domaines de valeurs, pour différentes
variables. Elles permettent de raisonner sur les erreurs produites par un programme. La résolution
de ces contraintes se fait dans QQ a I’aide de I’arithmétique des intervalles.

Malgré tout, notre systeme de contraintes calcule une sur-approximation de I’erreur, i.e., la
borne de I’erreur produite n’est pas forcément atteignable et ne se trouve pas toujours proche des
valeurs actuelles de 1’erreur. Avoir une borne plus proche de I’erreur réellement produite par un
programme est intéressant pour mieux capturer le comportement d’un programme. Cela revient a
résoudre un probléme d’optimisation ou les contraintes sur les erreurs sont un élément essentiel
afin de modéliser le probleme. Ce probléeme d’optimisation est traité dans le chapitre 6.



CHAPITRE 6

Un algorithme pour
encadrer
rigoureusement les
erreurs d’arrondi

Ce chapitre aborde le probleme de maximisation de I’erreur produite par un programme
sur les nombres a virgule flottante. Cette erreur maximale, en valeur absolue, représente
la plus grande déviation du calcul entre I’exécution en machine sur I et son équivalent
mathématique exact sur R, pour un ensemble de valeurs d’entrée donnée. Obtenir cette
erreur maximale est difficile en général. Nous proposons un algorithme pour calculer un
encadrement rigoureux de I’erreur maximale. Nous présentons d’abord formellement le
probleme de maximisation d’erreurs puis nous définisons [’algorithme permettant d’en-
cadrer I’erreur maximale. Enfin, nous donnons quelques cas particuliers afin d’accélérer
le temps de résolution de I’algorithme.

6.1
6.2

6.3
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Il existe de nombreux outils calculant une borne supérieure de 1’erreur que ce soit par inter-
prétation abstraite [Goubault et Putot, 2006, Goubault et Putot, 2011, Moscato et al., 2017, Ti-
tolo et al., 2018], optimisation globale [Solovyev ef al., 2015, Magron et al., 2017, Solovyev
et al., 2018], ou analyse du flot de données d’un programme [Daumas et Melquiond, 2010, Da-
rulova et Kuncak, 2014, Darulova et Kuncak, 2017, Izycheva et Darulova, 2017, Darulova et al.,
2018b, Darulova et al., 2018a, Darulova et Volkova, 2019]. Ces outils produisent tous une sur-
approximation de cette borne supérieure. Il n’est pas possible de savoir a quelle distance une
telle borne se trouve de I’erreur produite en pratique par un programme sur les nombres a vir-
gule flottante. De plus, ces approximations ne capturent pas exactement le comportement réel
d’un programme : ces outils peuvent générer des faux positifs, i.e., signaler qu’une regle pour-
rait étre violée méme si, en pratique, aucune valeur d’entrée ne peut produire ce cas. Connaitre
I’erreur maximale produite par un programme permettrait d’éviter de produire des faux positifs
et donc de mieux capturer le comportement effectif d’un programme. D’autres outils cherchent a
calculer une sous-approximation de 1’erreur maximale produite par un programme. Ces approches
reposent le plus souvent sur du test de programme couplé a une stratégie d’exploration de I’espace
de recherche [Chiang et al., 2014, Zou et al., 2020, Xia et al., 2020] ou bien sur une relaxation
par optimisation globale [Magron, 2018]. Ces sur-approximations et ces sous-approximations sont
des approches complémentaires pour obtenir un encadrement de 1’erreur maximale produite par
un programme sur les nombres a virgule flottante. Pourtant, aucun outil existant ne permet de
calculer a la fois une sur-approximation et une sous-approximation de I’erreur maximale, i.e., un
encadrement de |’erreur maximale.

Nous proposons dans ce chapitre un algorithme pour calculer un encadrement de I’ erreur maxi-
male d’un programme. Notre algorithme, basé sur un branch-and-bound, cherche a2 maximiser
Perreur produite par un programme et s’integre directement dans notre systeéme de contraintes
pour les erreurs (voir le chapitre 5). A notre connaissance, notre outil est le premier 2 combiner
une sur-approximation et une sous-approximation de I’erreur maximale. Un point clé de I’algo-
rithme est que les deux bornes de I’erreur profitent I'une de 1’autre pour s’améliorer. L’ algorithme
calcule une sur-approximation correcte de 1’erreur et produit également des valeurs d’entrée exer-
cant la sous-approximation, la rendant ainsi atteignable. En général, maximiser une erreur est un
processus tres cofliteux d a la distribution non uniforme des erreurs. Méme sur une unique opé-
ration, cette distribution est contraignante et la recherche de valeurs d’entrée exercant cette erreur
revient souvent a une énumération de valeurs '. Une combinaison d’opérations aggrave souvent ce
comportement, mais, dans certains cas, peut 1’améliorer grice une compensation d’erreurs 2. L’un
des avantages de notre approche est que I’algorithme est anytime : il peut étre arrété a la fin de
n’importe quelle itération et produit toujours un encadrement correct de 1’erreur maximale ainsi
que des valeurs d’entrée exercant sa borne inférieure.

6.1 Définition du probleme

La maximisation de I’erreur maximale produite par un programme sur les nombres a virgule
flottante peut étre vue comme un probleme d’optimisation sous contraintes (voir définition 3.0.2 du
chapitre 3). L’expression de la fonction objectif d’un tel probleme est similaire a celle utilisée par

1. Une énumération de valeurs sur [F n’est en général pas réalisable dans un temps raisonnable a cause de la forte
densité de nombres dans les intervalles des domaines a énumérer.

2. Le raisonnement sur des erreurs signées au niveau du filtrage permet de capturer correctement cette compensation
d’erreurs.
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les approches d’optimisation globale sur-approximant 1’erreur (voir la section 4.2 du chapitre 4)
et est rappelée dans la définition 6.1.1

Définition 6.1.1 (Maximisation de 1’erreur). Soit un programme P sur les nombres a virgule
flottante et X I’ensemble des variables du programme. La fonction f sur F et son équivalent f sur
R capturent I’ensemble des opérations de P. L’erreur maximale e, en valeur absolue, produite par
P, est définie par le probleme de maximisation de I’erreur suivant :

e = max| f(x) — f(x)| (6.1)

xeX

avec x un vecteur de variables d’entrée dans I’ensemble des variables X du programme P.

Trouver I’erreur maximale produite par un programme sur les nombres a virgule flottante
est tres difficile dans le cas général. La distribution non-uniforme des erreurs rend ce proces-
sus tres long et nécessite souvent une énumération de valeurs sur les domaines des variables du
probléme. Nous travaillons donc sur une relaxation de ce probléme qui consiste a calculer un en-
cadrement correct de e. Une borne supérieure, notée e, de 1’erreur maximale est équivalente a une
sur-approximation classique de I’erreur, tandis qu’une borne inférieure, notée e*, est une sous-
approximation de I’erreur maximale. Ces deux bornes sont exprimées en valeurs absolues, de la
méme facon que I’erreur maximale. L’équation 6.2 donne I’encadrement de I’ erreur maximale.

e*<e<e (6.2)

L’exemple 6.1.1 illustre la traduction d’un programme sur les nombres a virgule flottante en
probleme d’optimisation sous contraintes pour les erreurs et compare 1’encadrement obtenu par
rapport a d’autres outils de sur-approximation de I’erreur de 1’état de I’ art.

Exemple 6.1.1 — Soit predatorPrey, un programme issu de la suite FPBench [Damouche
et al., 2017b], reprit dans le programme 6.1 écrit en C ou la variable d’entrée x prend ses valeurs

dans I'intervalle [15, 2.

double predatorPrey (double x)

{
double r = 4;

double K = 111/100;
return (rxx=xx) / (1 + (x/K)=*(x/K));
!

Programme 6.1: predatorPrey.

La traduction de ce programme en CSP étendu aux erreurs est directe :

6[1 3]
TS 170710

r+ 4

K+ 1,11
rXITXQx

=

1+ % %X %

(6.3)
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Ce probleme de satisfaction de contraintes se transforme facilement en probléme d’optimisa-
tion sous contraintes grace a I’ajout d’une fonction objectif. La fonction objectif pour ce probleme
est donnée par I’équation 6.4.

max|e,| (6.4)

La résolution de ce probleme via notre algorithme donne un encadrement de I’erreur e, tel
que e* < |e,| < €. Les valeurs des deux bornes sont :

e* = 1,433909753 86631917547 x 10716

(6.5)
e = 1,670 620 154 466 705 02070 x 107'6

Ces deux bornes sont en valeurs absolues et les valeurs des variables exer¢ant e* sont données
dans 6.6.

x = 2,903 65468903634293962 x 107! ¢, = =2,775557 561 56289135106 x 107"

(6.6)
2 =3,156487 084523316 16670 x 107! e, = —1,433909753 86631917547 x 10716

L atteignabilié de la borne inférieure peut étre vérifiée dans un oracle externe en s’assurant
que les valeurs données dans 6.6 produisent la sortie attendue.

La table 6.1 donne les sur-approximations de 1’erreur calculées par les autres outils de I’état
de Dart.

Table 6.1 — Sur-approximations de I’erreur pour predatorPrey
Fluctuat  Gappa PRECiSA Real2Float Daisy Rosa FPTaylor FErA

2,36e-16 1,68e-16 2,09e-16  2,52e-16 1,75e-16  1,98e-16 1,59e-16 1,68e-16

La meilleure sur-approximation est en gras et vert, la seconde meilleure est en gras, et la pire
est en gras et rose. Notre algorithme se classe second et a une meilleure sur-approximation que
les autres outils, excepté pour FPTaylor.

De la méme fagon que pour notre systeéme de contraintes sur les erreurs (voir chapitre 5), notre
algorithme pour encadrer rigoureusement I’erreur maximale s’intéresse aux opérations arithmé-
tiques (P, 8, ®, ®). Cette restriction permet de calculer exactement 1’erreur sur Q. L’exactitude
de I’erreur est d’autant plus importante pour notre sous-approximation de 1’erreur maximale qui
doit &tre une erreur atteignable. De plus, le standard IEEE 754 [IEEE, 2008] définit plusieurs regles
et cas particuliers pour ces opérations, tel que 1’arrondi correct obligatoire ou I’opération exacte.

6.2 Algorithme pour encadrer rigoureusement I’erreur maximale
d’un programme

Lalgorithme 6.2 se base sur un branch-and-bound maximisant I’erreur absolue d’une variable
d’un probleme. Une telle erreur représente I’ erreur maximale, i.e., 1a plus grande déviation possible
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entre le résultat mathématique exact sur R et le résultat obtenu en machine sur IF. Notre algorithme
peut facilement étre modifié afin de maximiser, ou minimiser, une erreur signée.

Il prend en entrée un CSP étendu aux erreurs, (X, C, D) et e ’erreur 2 maximiser. Cette er-
reur résulte d’opérations sur les nombres a virgule flottante lors de I’exécution du programme.
L’algorithme calcule deux bornes : une borne inférieure e*, la plus grande erreur atteignable cal-
culée a un moment donné, et une borne supérieure €, une sur-approximation correcte de e. Comme
montré dans I’équation 6.2 ces deux bornes produisent un encadrement de 1’erreur maximale e et
s’expriment en valeurs absolues. L’originalité de la borne inférieure est qu’il s’agit d’une erreur
atteignable, i.e., les valeurs d’entrée exercant cette erreur sont connues. [.’ensemble ordonné S
(voir équation 6.7) contient les couples (e,s) tels que e est une erreur et s les valeurs d’entrée qui
permettent de produire e.

S = {(ei,s:) | V(e 8i), e € QA s; C D} (6.7)

En sortie Ialgorithme retourne le triplet (e*, €, S) de fagon a obtenir un encadrement de 1’er-
reur maximale, mais aussi connaitre les valeurs d’entrée exercant sa borne inférieure. S permet
également de suivre I’évolution de la borne inférieure lors de I’exécution de 1’algorithme. Dans
un branch-and-bound, 1’espace de recherche est vu sous forme d’arbre, ot la racine correspond a
I’état initial des domaines des variables. Cet algorithme de branch-and-bound alterne entre deux
étapes : séparation (branching) et évaluation (bounding). La séparation découpe 1’espace de re-
cherche en sous-problemes de facon arborescente et guide I’exploration dans I’arbre. L’ évaluation
consiste, pour chaque sous-probleme a essayer d’améliorer les bornes inférieures et supérieures
du probleme. Par la suite, nous appelons un sous-probléme une boite (voir définition 6.2.1), notée
B. Une boite est le produit cartésien des domaines des variables du probleme. Une boite est dite
dégénérée lorsque 1’ensemble des domaines de valeurs des variables du probleme sont réduits a
une seule valeur.

Définition 6.2.1 (Boite). Soit un CSP étendu aux erreurs (X, C, D). Une boite, notée B, est le
produit cartésien, pour chaque variable z dans X, du couple d’ensembles représentant un sous-
ensemble de son domaine de valeurs D, et un sous-ensemble de son domaine d’erreurs D, .
L’équation 6.8 formalise cette définition.

IB%:{HII

zeX

Ix = (dx’ectf)a dx - Dma €x C Dez} U %] (68)

Afin de simplifier la notation, une boite B peut étre utilisée en exposant, e.g., z® indique que
I’élément x se trouve dans la boite B. L est I’ensemble des boites qu’il reste a traiter.

6.2.1 Propriétés et limites

L’ objectif principal de ce branch-and-bound est de calculer I’erreur maximale produite par
un programme. Cette maximisation est atteinte lorsque la borne inférieure est égale a la borne
supérieure, i.e., e* = €. Cependant, cette condition est difficile a satisfaire en pratique.

Une premiere limite vient du probleme de dépendance [Moore et al., 2009] qui apparait dans
une expression avec plusieurs occurrences d’au moins une variable. Les occurrences multiples sont
un probleme critique en arithmétique des intervalles étant donné que chaque occurrence d’une va-
riable est considérée comme une variable différente ayant le méme domaine. Ce probleme de
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Entrée : (X,C,D) /* triplet de variables, contraintes, et domaines */
Entrée : ¢ € [—o0, +0o0] /% erreur a maximiser */
Sortie : (e*,€,.5) /* bornes de I’erreur maximale et pile des solutions pour la borne inférieure */
1. L« II I |1, = (Danez)} /* ensemble des boites a traiter */
reX
2: € ¢ 400 /* borne supérieure de I’erreur */
3 e ¢ —0 /* borne inférieure de l’erreur maximale */
4 el « —o0 /* borne supérieure des boites écartées */
5: S+ o /* pile des solutions pour la borne inférieure */
6: tant que L # O et e* < € faire
7. choisirBe Let L+ L\B
g eb, e
9. B+ ®(X,CAhe>e"B)

10: sies, =cet(B=ooue” <e)alors
11: si B # & alors

12: R

13: sinon

14: € < —00

15: fin si

16: € + max ({EBZ' | VB; € L} U {e, ED})
17:  finsi

18:  siB # o alors

19: sie® > e* alors

20: si V(2 eB) € B, 2® = 7® alors

21: (B, sB) « (B, B)

22: sinon

23: (eB, sB) « calculerBornelnférieure( X,C,B)
24: fin si

25: si e® > ¢* alors

26: e* « eB

27: ajouter (e® s%)a S

28: L+ L\{B;eL|e% <e*}
29: fin si

30: fin si

31: sie? > el eteP > e* alors

32: si B est écartée alors

33: eP « max(eP, e®)

34: sinon si il existe (x®, ex®) € B tel que x® < X® est vrai alors
35: By« BetBy < B

36: DEr [g@’ zB;riB} et D2 (%ﬂ)+,§3
37: L(—LU{Bl,BQ}

38: fin si

39: fin si

40:  fin si

41: fin tant que
42: retourner (e*,e,S)

Algorithme 6.2: Branch-and-Bound — encadrement de 1’erreur maximale
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dépendance produit une sur-approximation dans 1’évaluation des valeurs possibles qu’une expres-
sion peut prendre. L’ exemple 6.2.1 illustre ce probléme sur une opération arithmétique.

Exemple 6.2.1 — Soit deux intervalles x et y tels que y = x X x avec x € [—1, 1]. L’évaluation
sur les intervalles donne y € [—1, 1], alors que le résultat exact est [0, 1]. L’équation 6.9 donne la
formule du produit [Moore ef al., 2009] de deux intervalles a et b.

ax b =[min(a x b,ax b,ax b,a xb),max(a x b,a x b,a x b,a x b)] (6.9)

Cette surestimation d’intervalles survient dans les fonctions de projections calculant les erreurs
qui contiennent plusieurs occurrences, telles que pour la multiplication (voir équations 5.32 4 5.37)
et pour la division (voir équations 5.38 a 5.46). Elle mene a une sur-approximation inutile des
intervalles calculés. Une conséquence directe de ce probleme est une sur-approximation de la
borne supérieure, la rendant inatteignable.

Le second probleme est causé par le modele de I’erreur sur I’opération (voir équation 5.55).
Pour une opération arithmétique sur les nombres a virgule flottante de la forme Z = & ©® g, avec
® € {®,56,®,0}, I'erreur sur I’opération est bornée par %ulp(é). Cette borne est fortement
dépendante de la distribution des nombres a virgule flottante. Soit I’intervalle ouvert |27, 27|
avec n € Z, chaque nombre a virgule flottante dans I’intervalle est séparé de ses voisins par
la méme distance. En d’autres termes, chaque nombre a virgule flottante dans cet intervalle a le
méme ulp. Lorsque le domaine de valeurs du résultat d’une opération est réduit a un tel intervalle,
les bornes de e sont fixées et ne peuvent plus étre améliorées a partir des fonctions de projections
du filtrage. Cette limite peut &tre généralisée au niveau d’un CSP. La proposition 6.2.1 formalise
cette limite.

Proposition 6.2.1 (Borne irréductible pour I’erreur sur 1’opération). Soit le CSP étendu aux er-
reurs (X, C, D) sans occurrences multiples de variables. Si pour chaque contrainte arithmétique
de la forme z = -y, avec - € {+, —, X, +} et z,x,y € X, le domaine z est réduit a un intervalle
de la forme 12", 2" [ avec n € 7, fixant ainsi son domaine de I'erreur sur I’opération eq au
demi ulp de z, alors aucun domaine du CSP ne peut étre réduit sans énumérer ses valeurs.

Autrement dit, méme s’il n’y a pas d’occurrences multiples, alors la borne supérieure de 1’er-
reur a2 maximiser ne peut plus étre réduite a ce moment. C’est pourquoi I’algorithme arréte d’ex-
plorer une boite lorsque la proposition 6.2.1 est vrai. A noter que cette réduction est possible, si
et seulement si les intervalles ne sont pas dégénérés. Sinon il est possible d’inférer directement
Ierreur a partir de I’unique valeur des domaines de valeurs des variables. Le cas des intervalles
dégénérés correspond donc a un processus d’énumération.

6.2.2 Gestion des boites

L’algorithme gere une liste L de boites a traiter qui est initialisée avec la boite B =
{Ileex Lz | I = (Dg, De,)}, ot D, et D, sont respectivement le domaine de valeurs et le do-
maine d’erreurs d’une variable x du probléme. Une boite peut étre dans trois états différents : non
explorée, éliminée, ou écartée. Une boite non explorée est une boite dans L qui n’a pas encore été
traitée. Une boite éliminée est une boite ol la borne supérieure locale de I’erreur ® est plus petite
que la borne inférieure de 1’erreur e*, telle que €2 < e*. Une telle boite ne contient aucune valeur
permettant de calculer une meilleure borne inférieure e* et est donc supprimée de L. Une boite
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écartée est une boite qui satisfait la proposition 6.2.1. Cette boite ne peut pas servir a améliorer
Ierreur & moins que 1’algorithme ait recours a I’énumération de valeurs pour les domaines de va-
leurs des variables ®. Elle est donc enlevée de L. Une boite écartée reste une boite valide, i.e., une
boite pouvant contenir une solution au probleme. C’est pourquoi, en plus de la borne supérieure de
I’erreur € et de la borne inférieure de 1’erreur e*, I’algorithme prend en compte la borne supérieure
de I’erreur pour les boites écartées. Cette borne pour les boites écartées est notée e” et rentre en
compte lors de la mise a jour de la borne supérieure de I’erreur e. La résolution s’arréte lorsqu’il
ne reste plus de boite a traiter dans L ou lorsque la borne inférieure de I’erreur e* est égale a la
borne supérieure de I’erreur €, i.e., lorsque I’erreur maximale est trouvée.

La boucle principale de notre algorithme est comme tout branch-and-bound découpée en plu-
sieurs étapes : sélection d’une boite, filtrage, mise a jour de la borne supérieure, mise a jour de la
borne inférieure, et découpage de la boite courante. Les lignes de I’algorithme 6.2 correspondantes
a chaque étape sont données au début du paragraphe de 1’étape.

Sélection d’une boite (ligne 7) La boite B sélectionnée dans la liste L est celle avec la plus
grande borne supérieure locale de I’erreur. En effet, ce choix offre de plus grandes opportunités
d’améliorer e* et €. Sachant que la valeur de € a son support dans cette boite, il existe de meilleures
chances de calculer une plus grande erreur atteignable e*. Une fois la boite choisie, elle est sup-
primée de L.

Filtrage (lignes 8 et 9) Le processus de filtrage (voir chapitre 5), noté ®, est appliqué a B afin de
réduire les domaines de valeurs et les domaines d’erreurs des variables du probleme. Ce filtrage
est mis en place sur C, I’ensemble des contraintes initiales du probléme, auquel sont ajoutées les
contraintes e* < e et e < €, explicitant les bornes de I’erreur a2 maximiser. Si ®(B) = &, alors la
boite ne contient aucune solution; soit parce qu’elle ne satisfait pas une des contraintes initiales
ou car I’intervalle inféré pour I’erreur ne respecte pas les contraintes additionnelles sur les bornes
de I’erreur 2 maximiser. Dans les deux cas, 1’algorithme jette la boite B et passe directement a la
prochaine itération de la boucle principale. Sinon, I’algorithme passe a la prochaine étape.

Mise a jour de la borne supérieure (lignes 10 a 17) Une fois les domaines dans B réduits,
si la borne supérieure locale de I’erreur dans la boite courante, notée €2, était support de € et ne
Iest plus, alors € est mis a jour. La borne supérieure de 1’erreur a maximiser, €, est mise a jour en
prenant le maximum entre les bornes supérieures locales de I’erreur dans la boite courante, dans
les boites restantes a traiter dans L, et dans 1’ensemble des boites écartées.

Mise a jour de la borne inférieure (lignes 19 a 30) Une boite non vide peut contenir une plus
grande borne inférieure locale que la borne courante. Notre algorithme utilise une procédure, basée
sur le principe du générer-et-tester, ou Generate-and-Test, et nommée calculerBornelnférieure.
Cette procédure cherche a obtenir une meilleure borne inférieure en deux étapes. Une variable
d’entrée est d’abord instanciée avec un nombre a virgule flottante choisi de maniere aléatoire dans
son domaine de valeurs grice a la fonction générationAléatoire (voir ligne 20). Une autre valeur
aléatoire est choisie dans son domaine d’erreurs pour fixer 1’erreur associée a la variable. Afin
de réduire la combinatoire de valeurs possibles, le choix de la valeur de I’erreur tire avantage du
fait que, pour une valeur donnée de la variable d’entrée, si le signe de la dérivée ne change pas

3. A condition qu’il n’y ait pas d’occurrences multiples de variable dans I’expression.
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sur le domaine d’erreurs, alors la distance maximale entre I’hyperplan défini par le résultat sur F
et son équivalent sur R se trouve a une des extrémités du domaine d’erreurs correspondant. En
pratique, cela limite I’erreur d’une variable d’entrée a i% ulp de sa valeur choisie. Lorsque toutes
les variables d’entrée sont instanciées, une fonction f représentant I’ensemble des opérations du
programme est évaluée exactement sur Q, tandis que son équivalent f est évaluée en précision
machine sur [F. Obtenir I’erreur produite par ces valeurs d’entrées revient simplement a évaluer
f — £, en valeur absolue, exactement sur Q. L’exactitude de cette erreur est garantie par le fait
que les opérations acceptées par notre algorithme sont les quatre opérations arithmétiques b, S,
®, et @. Ces opérations sont calculables exactement dans Q et le standard IEEE 754 [IEEE, 2008]
donne des propriétés sur les erreurs produites par ces opérations. Ajouter le support pour d’autres
opérations sur les nombres a virgule flottante introduirait une approximation nécessaire au calcul
des erreurs.

L’erreur calculée est ensuite améliorée a 1’aide d’une recherche locale [Marti et al., 2018], ou
local search. Cette méthode consiste a explorer les nombres a virgule flottante proches des valeurs
choisies pour les variables d’entrée du programme, puis a évaluer de nouveau les fonctions f et f.
Cette exploration est réalisée par la fonction perturber a la ligne 20. Ce processus est répété un
nombre fixe de fois, jusqu’a ce que I’erreur ne puisse plus étre améliorée, i.e., lorsqu’un maximum
local de I’erreur est atteint. Si I’erreur obtenue est meilleure que la borne inférieure courante, alors
cette derniere est mise a jour. Chaque nouvelle borne inférieure atteignable est ajoutée a I’ensemble
S avec I’ensemble des valeurs d’entrée qui I’exerce. L’algorithme 6.3 reprend cette procédure. En
pratique, les nombres d’itérations I (voir ligne 4) et J (voir ligne 19) garantissant la terminaison de
la procédure générer-et-tester et de la recherche locale respectivement sont fixés au lancement du
branch-and-bound. Le nombre d’itérations pour cette étape de 1’algorithme impacte directement
le temps de résolution pour un probleme, mais offre toutefois de plus grandes chances de calculer
une meilleure borne inférieure e*.

Découpage de la boite courante (lignes 31 a 39) Une boite n’est pas découpée, mais éliminée,
si sa borne supérieure locale de 1’erreur est plus petite ol égale a €, la borne supérieure des
boites écartées, ou e*. Supprimer une telle boite accélere le temps de résolution. Comme aucune
valeur de I’erreur contenue dans cette boite ne peut améliorer la borne supérieure de I’erreur,
explorer cette boite n’est pas nécessaire. Le découpage de la boite courante ne se produit que s’il
existe au moins une variable dans B qui n’est pas instanciée, i.e., son domaine de valeurs n’est
pas réduit a une seule valeur, et que la boite n’est pas écartée. Autrement, la boite est écartée.
La borne supérieure locale de I’erreur €® pour la boite écartée est utilisée pour mettre 2 jour la
borne supérieure de 1’erreur sur 1’ensemble des boites écartées, si et seulement si e® est plus grand
que €. La stratégie de recherche (voir la section 3.2 du chapitre 3) applique un round-robin
pour sélectionner la prochaine variable a découper, assurant d’explorer le domaine de chaque
variable de facon identique. Le domaine de la variable sélectionnée est ensuite découpé avec une
bissection, génerant deux sous-intervalles a partir de I’intervalle initial du domaine de valeurs de
la variable. Les deux sous-boites produites sont ensuite ajoutées a la liste L des boites a traiter.

L’algorithme donne toujours un encadrement correct de 1’erreur maximale et sa terminaison
est garantie. En effet, dans le pire des cas, toutes les boites sont découpées jusqu’a ce qu’il ne reste
que des boites dégénérées. Chaque boite dégénérée avec une erreur e plus petite que la borne
inférieure de I’erreur e* est alors supprimée. Si e* < e® < € est vrai, alors €® est utilisé pour
mettre a jour e* et € avant de supprimer la boite. Finalement, comme 1’ensemble des nombres a
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Entrée : (X ,C,B) /* triplet de variables, contraintes, et domaines */
Sortie : (eB, SB) /* borne inférieure obtenue et valeurs d’entrée I’exercant */

I: P+ —o0 /* erreur atteignable calculée dans B */
B o /% ensemble des valeurs et erreurs exercant €® dans B */
1< 0
: tant que ¢ < [ faire
B + B
pour chaque (x*'e,”') ¢ B faire

si Q]B/ < 7% alors
xB « générationAléatoire(z® , 7)

ex prendreMeilleureErreur(elB' &)
10: B« ®(X,CNe > e B)
11: fin si
12:  fin pour

13 siB # oete® > P alors

D A o

14; P &

15: sB « B

16:  fin si

17 i4-1+1

18: 50

19:  tant que e® > —oco et j < J faire
20: B’ + perturber(B’)

21: B «+ ®(X,C Ne>e*B)
22: siB # @ ete® > eP alors
23: P — e

24: sB B

25: fin si

26: j—g+1

27:  fin tant que
28:  retourner (e
29: fin tant que

5 5%)

Algorithme 6.3: calculerBornelnférieure — calculer une erreur atteignable



92 CHAPITRE 6 — Un algorithme pour encadrer rigoureusement les erreurs d’arrondi

virgule flottante I est un ensemble fini, I’algorithme a besoin d’un nombre fini d’itérations pour
explorer completement 1’espace de recherche et terminer.

La correction de 1’encadrement de I’erreur maximale est assurée pour chaque borne par sa
méthode de calcul. La borne supérieure, €, sur-approximant 1’erreur, est calculée par un filtrage
en programmation par contraintes (voir chapitre 5). Les expressions pour I’erreur sont évaluées
par arithmétique des intervalles sur Q, assurant que les intervalles obtenus soient conservateurs de
I’ensemble des solutions, au risque méme parfois de surestimer les bornes des intervalles *. Ainsi,
e < € est toujours satisfait. La borne inférieure, e*, sous-approximant 1’erreur, est une erreur
atteignable et les valeurs d’entrée 1’exercant sont connues. Une erreur atteignable assure qu’elle
est toujours plus petite ou égale a I’erreur maximale produite par le programme, une erreur plus
grande que I’erreur maximale étant impossible en pratique. Cela permet d’affirmer que e* < e est
toujours vrai. En combinant ces deux bornes, I’encadrement de I’erreur maximale, e* < e < € est
toujours correct par construction.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un algorithme pour obtenir un encadrement rigoureux
de I’erreur maximale produite par un programme sur les nombres a virgule flottante. Cette erreur
maximale est exprimée en valeur absolue et représente la plus grande déviation possible entre
I’exécution du programme en machine sur [ et son équivalent mathématique exact sur R. Notre
algorithme est basé sur un branch-and-bound maximisant I’erreur. Il produit deux bornes pour 1’er-
reur maximale : une sur-approximation correcte, obtenue a partir du filtrage de notre systeme de
contraintes pour les erreurs d’arrondi, et une sous-approximation correcte et atteignable, calculée a
I’aide d’une procédure générer-et-tester couplé a une recherche locale. L’ originalité de notre borne
inférieure est que les valeurs d’entrée permettant de 1’exercer sont connues. A notre connaissance,
notre algorithme est le premier a combiner une sur-approximation et une sous-approximation de
I’erreur pour fournir un encadrement correct de I’erreur maximale. Les approches existantes en
approximation d’erreurs ne s’intéressent qu’a une des deux bornes et ne permettent pas de quan-
tifier la distance par rapport a I’erreur maximale (voir chapitre 7). Nous avons également proposé
des criteres d’arréts supplémentaires ainsi que des définitions de cas particuliers afin d’accélérer
la résolution du probleme tout en calculant des bornes satisfaisantes pour I’erreur maximale.

4. Rappelons que cette surestimation, nommée probleme de dépendance, est due aux occurrences multiples de
variables dans une expression.
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Le systéeme de contraintes pour les erreurs d’arrondi (voir chapitre 5) et I’algorithme pour enca-
drer rigoureusement 1’erreur maximale (voir chapitre 6) sont implémentés dans un solveur de pro-
grammation par contraintes sur les nombres a virgule flottante appelé FErA, pour Floating-point
Error Analyzer. Ce solveur est construit a partir d’Objective-CP [Hentenryck et Michel, 2013],
un systeme d’optimisation, et FPCS, un solveur de contraintes sur les nombres a virgule flottante
basé sur les fonctions de projections définies dans [Michel ez al., 2001, Michel, 2002, Botella ez al.,
2006, Marre et Michel, 2010]. Objective-CP est un systeme d’optimisation au sens large et est ca-
pable de résoudre des problemes de programmation linéaire (LP) et de programmation linéaire
en nombres entiers (MIP) en plus des problémes de programmation par contraintes. Dans ce sys-
téme, un probleme d’optimisation est vu comme la combinaison d’un modele, d’une recherche, et
d’un solveur. La modélisation utilise la notation classique en programmation par contraintes, avant
d’étre traduite dans celle du solveur utilisé pour la résolution. Un modele est donc indépendant du
solveur qui va le résoudre. La recherche est spécifiée a haut niveau et utilise un langage permettant
d’écrire une procédure d’exploration générique et indépendante du solveur. L’ implémentation de
ce systeme repose sur une séquence de transformation de modeles, suivi d’une concrétisation dans
le solveur cible. Le solveur de contraintes interne a ce systéme a une architecture en micro-noyau,
ou micro-kernel. Une telle architecture facilite la maintenance et I’extensibilité du systeme.

Le solveur FPCS contient de nombreuses fonctions de projections pour les opérations sur les
nombres a virgule flottante. Ces fonctions réduisent les domaines de valeurs, représentés par des
intervalles dans I, pour toutes les variables du probleme. Les intervalles produits par ces fonctions
sont conservateurs des solutions. Le solveur FPCS et les stratégies de choix de variables et de
valeurs introduites dans [Zitoun, 2018] ont déja été intégrés a Objective-CP.

Dans ce chapitre, I’'implémentation des chapitres 5 et 6 est abordée afin d’illustrer les choix
d’implémentation. Les performances de FErA sont ensuite évaluées sur un ensemble de pro-
grammes standards a la communauté de recherche sur les nombres a virgule flottante. Ces ré-
sultats sont comparés avec d’autres outils de 1’état de I’art produisant une sur-approximation ou
une sous-approximation de I’erreur (voir chapitre 4).

7.1 Systeme de contraintes pour les erreurs d’arrondi

FErA utilise la librairie GMP [Granlund et the GMP development team, 2016], ou GNU Mul-
tiple Precision Arithmetic Library, pour représenter une erreur dans Q et effectuer les opérations
nécessaires sur les erreurs. Les opérateurs disponibles dans cette librairie sont naturellement éten-
dus aux intervalles. Comme I’erreur étudiée par notre systeme est restreinte a celle produite par
les opérations arithmétiques (B, ©, ®, @), I’ensemble des calculs peut étre effectué sur Q. L’en-
semble des opérations disponible dans GMP ne permet pas de représenter les valeurs spéciales de
I’erreur donnée par notre modele (voir définition 5.3.4). C’est pourquoi I’ensemble des rationnels
est étendu a {—o0, 400, NaN}.

Traitement du modéle La modélisation dans Objective-CP consiste a définir un modele abs-
trait indépendant du solveur. Ce modele abstrait est capable de représenter les contraintes d’un
probleme de satisfaction sur les nombres a virgule flottante. Le modele abstrait est ensuite trans-
formé de maniére automatique afin de générer un nouveau modele ol les contraintes sont toutes
décomposées en contraintes ternaires ou binaires. Ce nouveau modele reste équivalent au modele
abstrait, et permet I’application d’une 2B-consistance (voir définition 3.1.4). Une fois ce modele
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transformé, il est concrétisé afin de 1’adapter au solveur qui doit le résoudre. Le modele concret
conserve la séquence de transformations des contraintes du modele abstrait, permettant ainsi d’ex-
primer des étapes de la recherche en fonction des variables du modele abstrait. Une fonction de
concrétisation associe une variable concrete a chaque variable du modele abstrait. Elle fait aussi le
lien entre une contrainte abstraite dans le modele et sa concrétisation, couplée a un filtrage dédié,
dans le modele concret.

La notation utilisée dans le modele abstrait est étendue aux erreurs a travers 1’ajout de variables
et de contraintes dédiées. La nature de ces contraintes est différente des contraintes existantes
pour les variables dans [F. Une contrainte sur les erreurs est équivalente a une contrainte sur Q.
Afin d’étre complet, notre solveur contient différentes contraintes sur QQ telles que les contraintes
arithmétiques (+, —, X, +), les contraintes de comparaisons (<, <, >, >, =, #), des contraintes
unaires (|x|, —x), ou bien des contraintes de conversions de F vers Q. L’exemple 7.1.1 illustre la
modélisation d’un probléme de satisfaction de contraintes dans FErA.

Exemple 7.1.1 — Soit le programme sur les nombres a virgule flottante implémentant deux opéra-
tions arithmétiques et donné dans le programme 7.1 écrit en C.

double simple(double x)

{
double = 4;

a
double b = 0.2;

return (a%x)/(b+x);

}
Programme 7.1: simple.

La traduction de ce programme sous forme de CSP est directe et est donnée dans 7.1. La
variable d’entrée z est ici restreinte a I’intervalle [1, 2].

x € [1,2]

a4

b+ 0,2 (7.1)
_aXxXw

T +x

Le modele représentant le CSP de 7.1 dans FErA est donné dans le programme 7.2.

Les variables du probleme sont toutes sur les nombres & virgule flottante en double préci-
sion et sont du type ORDoubleVar. La catégorie de la variable est spécifiée a la déclaration :
doubleInputVar pour une variable d’entrée, doubleVar pour une variable intermédiaire,
ou doubleConstantVar pour une constante.
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/% Création du modele =/
id <ORModel> mdl = [ORFactory createModel];

/% Déclaration des variables du probleme =/

id <ORDoubleVar> x [ORFactory doublelnputVar:mdl low:1.0 up:2.0 name:@"x"];

id<ORDoubleVar> a [ORFactory doubleVar:mdl name:@"a"];

id <ORDoubleVar> b [ORFactory doubleConstantVar:mdl value:0.2 string:@"2/10"
name:@"b" ];

id <ORDoubleVar> z

[ORFactory doubleVar:mdl name:@"z"];

/% Contrainte d’ affectation pour la constante exacte =/
[mdl add:[a set: @(4.0)1]];

/% Contraintes arithmétiques =/
[mdl add:[z set: [[a mul: x] div: [b plus: x]] 1];

/% Création du solveur =/
id <CPProgram> cp = [ORFactory createCPProgram:mdl];

/% Résolution du probléeme de satisfaction de contraintes x/
[cp solve];

Programme 7.2: Modélisation dans FErA d’un probleme de satisfaction de contraintes.

Filtrage Notre filtrage dédié aux erreurs s’intégre directement dans les mécanismes de résolu-
tion d’Objective-CP. Les fonctions de projections pour chaque contrainte arithmétique couplée a
celles existantes dans FPCS pour les domaines de valeurs donnent directement les propagateurs
des contraintes. Ces fonctions de projections s’écrivent facilement grace aux opérateurs sur les
intervalles dans Q implémentés a partir de GMP. La propagation des contraintes s’effectue grace
a un algorithme AC3 [Mackworth, 1977]. Les contraintes sur QQ, utilisées pour modéliser des rela-
tions entre erreurs, nécessitent un filtrage dédié. Ce filtrage repose sur des fonctions de projections
directement issue de 1’arithmétique des intervalles sur les réels [Moore et al., 2009]. Les opéra-
tions sur QQ étant exactes, 1’écriture de ces fonctions est directe. L’exemple 7.1.2 donne la sortie
produite par FErA lors de la résolution du modele de I’exemple 7.1.1.

Exemple 7.1.2 — Soit le modele donné dans I’exemple 7.1. La résolution de ce modele avec FErA

produit la sortie donnée ci-dessous.
a : [4.0000000000e+00;4.0000000000e+00]+[+0.0000000000e+00;+0.0000000000e+00]
b [2.0000000000e-01;2.0000000000e-01]+[-1.1102230246e-17;-1.1102230246e-17]
x : [1.0000000000e+00;2.0000000000e+00]+[—-1.1102230246e—-16;+2.2204460493e-16]
z [1.8181818182e+00;6.6666666667e+00]+[—-3.5280420560e—-15;+3.7130792268e-15]

Chaque ligne correspond a une variable du probleme et respecte le format nom de la variable :
[domaine de valeurs]+[domaine d’erreurs]. Une sur-approximation correcte de 1’erreur d’apres
les domaines réduits produit par FErA est la borne supérieure, en valeur absolue, de I’erreur de la
variable z, i.e., |e.|< 3,713079226 8 x 10713, Sachant que les erreurs sont calculées uniquement
dans Q, FErA est aussi capable d’afficher la valeur de I’erreur sous forme de fraction, comme
montré dans I’équation 7.2.

4884004232559322171433223624589319

< ~ 3,7130792268 x 1071
le=[< 1315351473597812151774931623995582559923354992640 X

(7.2)
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Recherche Notre systeme de contraintes ne nécessite pas de stratégie de recherche dédiée pour
effectuer une simple réduction de domaine. Néanmoins, les stratégies existantes sur les nombres
a virgule flottante [Zitoun, 2018] sont directement utilisables dans la modélisation d’un probleme.
Afin de pouvoir résoudre un probléme de satisfaction de contraintes uniquement sur @, une bis-
section (voir chapitre 3) classique est implémentée pour les domaines sur les rationnels.

7.2 Algorithme pour encadrer rigoureusement les erreurs d’arrondi

Une procédure de recherche dans Objective-CP est spécifiée sous forme de constructions de
haut-niveaux non-déterministes, de combinateurs de recherche, et de stratégies de sélection de
nceuds. Cette spécification combine les avantages des contrdleurs de recherche et des continua-
tions [Hentenryck et Michel, 2006] ainsi que des combinateurs compositionnels [Schrijvers ef al.,
2013]. Notre algorithme pour encadrer rigoureusement 1’erreur maximale produite par un pro-
gramme s’inteégre naturellement dans les mécanismes d’exploration d’Objective-CP. L’ implémen-
tation du branch-and-bound repose sur un contréleur de recherche dédié et sur le langage de re-
cherche offert par Objective-CP afin de créer une procédure de recherche spécifique.

La modélisation d’un probléme d’optimisation sous contraintes pour produire un encadrement
des erreurs d’arrondi est similaire a celle d’un probléeme de satisfaction de contraintes. La fonction
objectif est ajoutée sous la forme d’une contrainte maximisant la valeur absolue d’une erreur pour
une variable du probleme. La stratégie de sélection de valeurs est spécifiée au niveau du modele.
Cela permet de profiter des différentes stratégies de coupe existantes sur [ et issues de [Zitoun,
2018].

Une 3B-consistance (voir définition 3.1.5) est implémentée pour le filtrage des erreurs. Cette
consistance, combinée a la 3B-consistance pour les domaines de valeurs, produit de meilleures ré-
ductions de domaines pour des variables du probléme. Néanmoins, un tel filtrage est extrémement
couteux en temps ! et ne laisse pas notre algorithme résoudre des problémes dans un temps raison-
nable. Les performances de la 3B-consistance dans FErA ne sont pas évaluées dans ce chapitre.
Toutefois, la 3B-consistante est particulierement efficace en présence d’occurences multiples. En
effet, énumérer les valeurs aux bornes des domaines des variables permet d’attenuer le probleme
de dépendance et d’obtenir une sur-approximation plus fine des erreurs.

7.3 Expérimentation

Les performances de notre solveur FErA sont évaluées sur un ensemble de programmes issu
de la suite FPBench [Damouche ef al., 2017b]. FPBench est une proposition de standard commun
pour les problémes sur les nombres a virgule flottante. En plus du large choix de programmes sur
lesquels expérimenter, il propose de nombreux outils permettant de traduire un programme dans
le langage source vers différents langages de programmation (C, Go, JavaScript, ...) ou bien dans
des formats spécifiques a un outil (FPTaylor, Gappa, SMT-LIB2, ...). FPBench propose diffé-
rentes méta-données pour les expérimentations permettant de représenter les propriétés des pro-
blemes. Les programmes choisis dans FPBench sont restreints aux quatre opérations arithmétiques
(6, 6, ®,©) afin de pouvoir les résoudre dans FErA. Ces programmes sont uniquement sur des
nombres a virgule flottante en double précision, comme définis dans le standard IEEE 754 [IEEE,

1. Linfinité de valeurs dans les domaines d’erreurs sur (Q ne permet pas d’énumerer directement les valeurs aux
bornes des domaines et nécessite d’approximer le pas d’énumération.
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2008]. Toutes les expérimentations sont réalisées sur un MacBook Pro avec un processeur 2,8 GHz
Intel Core i7-7700HQ et 16 GB de mémoire vive sous le systtme macOS Catalina (10.15.4). Les
temps sont exprimés en secondes et 7'0 indique que la résolution est arrétée automatiquement a
10 minutes.

7.3.1 Comparaison des criteres d’arréts

La table 7.1 compare le comportement de notre algorithme avec différents criteres d’arréts.
Les résultats sont classés entre la meilleure, la seconde meilleure, et la pire sur-approximation
€ pour chaque programme. Le critére idéal e* = € arréte 1’algorithme si et seulement si la borne
inférieure de 1’erreur maximale atteint sa borne supérieure. Bien entendu, ce critere est difficile a
satisfaire en pratique et la résolution est toujours stoppée a 10 minutes. 2. Malgré I’ arrét brutal de
I’algorithme, ce critere permet d’obtenir les meilleures valeurs de e* et de € produites par notre
solveur. Le critere ¢* = € w. s. combine le critere idéal avec le concept de boite écartée (voir
chapitre 6), i.e., une boite qui est écartée une fois que toutes les contraintes arithmétiques du CSP
valide la proposition 6.2.1. Cette combinaison de critéres permet a2 FErA d’obtenir un encadrement
de I'erreur maximale dans un temps raisonnable pour tous les programmes, excepté kepler?2.
Toutefois, cette réduction du temps de résolution est obtenue au prix d’une dégradation des bornes
de I’erreur maximale. Le critére e% < 2, est une relaxation du critere d’arrét idéal. L’idée est
d’arréter la résolution lorsque le ratio de la borne supérieure par la borne inférieure est plus petit
ou égal a 2. Ici, ce critere nécessite de stopper la résolution de sine et kepler2 a 10 minutes.
Un tel comportement n’est pas surprenant. Les résultats avec le critere idéal montre que FErA a
des difficultés a atteindre ce ratio sur ces programmes, probablement a cause de la grande quantité
d’occurrences multiples au niveau des variables du probleme. Le critere ; < 2 w. s. combine le
ratio inférieur a 2 avec les boites écartées. La résolution termine pour I’ensemble des problemes,
mais ne produit pas des bornes pour I’erreur maximale aussi resserrées que les autres criteres.

7.3.2 Comparaison avec les autres outils de I’état de I’art

N

Les performances de FErA sont comparées a plusieurs outils de 1’état de 1’art produisant
une sur-approximation de I’erreur, tel que Fluctuat [Goubault et Putot, 2006, Goubault et Pu-
tot, 2011], Gappa [Daumas et Melquiond, 2010], PRECiSA [Moscato ef al., 2017, Titolo et al.,
2018], Real2Float [Magron et al., 2017], Daisy [Izycheva et Darulova, 2017, Darulova et al.,
2018b, Darulova et al., 2018a, Darulova et Volkova, 2019], Rosa [Darulova et Kuncak, 2014, Da-
rulova et Kuncak, 2017], et FPTaylor [Solovyev et al., 2015, Solovyev et al., 2018], ou une sous-
approximation de ’erreur, tel que S3FP [Chiang er al., 2014]. La table 7.2 regroupe les versions
utilisées pour chaque outil lors des expérimentations.

A noter que les résultats pour S3FP sont issus de [Solovyev er al., 2018]. Les auteurs af-
firment dans [Chiang er al., 2014] que I’outil est uniquement adapté aux nombres a virgule flot-
tante en simple précision. Le code source de S’FP ne permet donc pas de générer aléatoirement
des nombres a virgule flottante en double précision afin d’obtenir I’erreur produite par un pro-
gramme en double précision. Les temps de résolution pour S*FP ne sont pas donnés dans [Solo-
vyev et al., 2018]. Néanmoins, dans I’article de 1’outil [Chiang et al., 2014], les auteurs indiquent

2. Excepté pour sqroot qui a une seule variable d’entrée « € [0, 1]. FErA élimine la boite pour la moitié inférieure
de x rapidement, ce qui permet a I’algorithme de terminer apres avoir exploré ou éliminé les autres boites de la moitié
supérieure.
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Table 7.1 — Comparaison des différents critéres d’arréts du branch-and-bound dans FErA

filtrage ef=¢e e*=ew.s. e% <2 6% < 2w.s.
e* € e* e e* e e* e
carbonGas 4,24e-08  4,28¢-9  6,0le-9  2,95¢-9 7,02¢-9  3,60e-9 7,02e-9  3,63e-9 7,02¢-9
0,017s TO 0,345s 1,419s 0,266s
verhulst 4,20e-16 2,44e-16 2,83e-16 2,19¢-16 2,87e-16 1,82e-16 291le-16 1,64e-16 3e-16
0,016s TO 0,034s 0,024s 0,018s
predPrey 1,84e-16 1,54e-16 1,66e-16 1,03e-16 1,68e-16 9,31e-17 1,72e-16 9,88e-17 1,84e-16
0,011s TO 0,084s 0,041s 0,018s
rigidBodyl 2,95e-13 2,88e-13  2,95e-13 1,95e-13  2,95e-13 1,48e-13  2,95e-13  1,49e-13  2,95e-13
0,018s TO 1,659s 0,370s 0,543s
rigidBody2 3,61le-11 3,13e-11 3,6le-11 2,52e-11 3,61e-11 1,83e-11 3,61le-11 2,1le-11 3,61e-11
0,022s TO 3,298s 1,367s 1,266s
dopplerl 4,97e-13  1,18e-13  1,49e-13  7,34e-14 1,57e-13 1,03e-13 1,52e-13  7,76e-14 1,55e-13
0,021s TO 0,752s 1,099s 0,757s
doppler2 1,34e-12  2,16e-13  2,71e-13  1,12e-13  3,36e-13 1,36e-13 2,72¢-13 1,4le-13 3,36e-13
0,034s TO 0,356s 1,416s 0,270s
doppler3 1,92e-13  6,26e-14 8,44e-14 4,09¢-14 9e-14 4,46e-14 8,68e-14 3,93e-14 9e-14
0,023s TO 0,341s 0,455s 0,311s
turbinel 2,17e-13  1,34e-14 1,74e-14 1,05e-14 1,77e-14 1,07e-14 2,02e-14 9,35e-15 1,81e-14
0,016s TO 8,514s 2,289s 6,042s
turbine2 3,05e-13  1,56e-14 2.32e-14 1,32e-14 2,36e-14 1,39¢e-14 2,43e-14 1,17e-14 2,36e-14
0,025s TO 2,803s 1,581s 2,952s
turbine3 1,56e-13  6,40e-15 1,11e-14 4,76e-15 1,11e-14 5,73e-15 1,11e-14 5,61e-15 1,11e-14
0,026s TO 2,766s 3,961s 1,800s
sqroot 5,78e-16 4,53e-16 5,33e-16 4,23e-16 5,33e-16 3,46e-16 5,78e-16 3,70e-16 5,78e-16
0,032s 3,200s 2,831s 0,050s 0,050s
sine 7,42e-16 29le-16 7.,0de-16 2.,85e-16 7,04e-16 2,89¢-16 7,0de-16 2,79e-16 7,04e-16
0,027s TO 102,982s TO 101,309s
sineOrder3 1,12e-15 3,25e-16 6,36e-16 3,28e-16  6,36e-16 3,19e-16 6,36e-16 3,30e-16  6,36e-16
0,021s TO 1,388s 1,433s 1,504s
kepler0 1,19¢-13  5,90e-14 9,60e-14 5,78e-14 9,62e-14 5,0le-14 9,82e-14 497e-14 9,82¢-14
0,037s TO TO 1,937s 2,798s
keplerl 4,95e-13 1,68e-13  3,10e-13 1,41e-13 3,11e-13 1,63e-13 3,15e-13 1,64e-13  3,15e-13
0,031s TO 51,303s 15,136s 12,691s
kepler2 2,43e-12  7,99e-13  1,83e-12  6,53e-13  1,84e-12 6,98e-13  1,83e-12 6,73e-13  1,84e-12
0,027s TO 58,834s TO 72,622s

Table 7.2 — Versions des outils de I’état de 1’art utilisés pour les expérimentations

Outils Versions
Fluctuat version 3.1390 avec division d’intervalles
Gappa version 1.3.5 avec indices avancés

PRECiSA  version 2.1.1

Real2Float  version 0.7

Daisy master branch, commit 826766

Rosa master branch, commit 68e58b8

FPTaylor =~ master branch, commit 147elfe avec I’optimiseur Gelpia
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Table 7.3 — Comparaison des bornes inférieures de I’erreur entre S’FP et FErA
S°FP FErA

carbonGas  4,20e-09 4,29e-09
verhulst 2,40e-16 2,44e-16
predPrey 1,50e-16  1,54e-16
rigidBodyl 2,70e-13 2,91e-13
rigidBody?2 3e-11  3,30e-11
dopplerl le-13 1,18e-13
doppler2 1,90e-13  2,16e-13
doppler3 5,70e-14  6,35e-14
turbinel 1,10e-14 1,42e-14
turbine2 1,40e-14 1,56e-14
turbine3 6,20e-15  6,60e-15
sqroot 4,70e-16 4,63e-16
sine 2,90e-16  2,94e-16
sineOrder3 4,10e-16 4,12e-16
kepler0 5,30e-14  5,90e-14
keplerl 1,60e-13  1,68e-13
kepler2 8,40e-13 8,39e-13

une limite de temps de 1 heure. Cette limite semble réaliste par rapport aux mécanismes de 1’ou-
til. S3FP réalise une exploration de ’espace de recherche guidée par un découpage des domaines
initiaux des variables. L’instanciation aléatoire des variables du programme et 1’absence de sur-
approximation de I’erreur ne donnent aucune garantie de trouver une bonne erreur pouvant servir
de sous-approximation dans un temps raisonnable. Le processus d’exploration de S*FP peut éga-
lement étre poussé jusqu’a 1’énumération compléte de toutes les valeurs possibles pour chaque
variable d’un programme °. Laisser FErA calculer une sous-approximation de 1’erreur maximale
avec une durée similaire, donne une borne inférieure atteignable meilleure pour la plupart des
problémes. La table 7.3 compare SFP et FErA pour le calcul de la borne inférieure de I’erreur
maximale, avec une limite de temps de 1 heure *. FErA est exécuté avec le critére d’arrét idéal
e* =&, afin d’explorer I’espace de recherche en profondeur.

Dans la table 7.4°, les résultats sont classés entre la meilleure, la seconde meilleure, et la
pire sur-approximation de I’erreur pour chaque programme. Les lignes en gris indiquent le temps
pour calculer la borne donnée au-dessus. Les colonnes S*FP et ¢* donnent une borne inférieure
pour I’erreur maximale, tandis que toutes les autres colonnes donnent une borne supérieure de
I’erreur maximale. Pour FErA, la colonne filtrage donne la sur-approximation de I’erreur obtenue
apres application d’un simple filtrage de notre systéme de contraintes, tandis que les colonnes
e* et € donnent respectivement la meilleure erreur atteignable, ou sous-approximation, et la plus

3. Une telle énumération n’est pas réalisable en pratique et demande donc a S*FP de fixer une limite de temps afin
de garantir la terminaison de son algorithme.

4. Cette limite de temps pour S’FP est estimée  partir du discours des auteurs dans [Chiang ef al., 2014].

5. La sur-approximation de I’erreur calculée par PRECiSA, pour sqroot, est plus petite que la borne inférieure
de I'erreur calculée par FErA et S*FP. Nous supposons qu’il s’agit d’un bug dans PRECiSA lors la concrétisation
numérique de I’erreur via le solveur Kodiak.
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Table 7.4 — Comparaison des approximations d’erreurs entre FErA et les autres outils

FErA

Fluctuat Gappa PRECiISA Real2Float Daisy Rosa FPTaylor S3FP filtrage o =
carbonGas  1,17e-08  6,03e-09  7,10e-09 2,21e-08 3,92e-08 1,60e-08 4,97e-09 420e-09 4,24e-08  3,63e-9  7,02e-9
0,123s 3,445s 0,034s 6,887s  37,750s  37,581s 0,320s 0,017s 0,266s
verhulst 4,8le-16 2,85e-16  5,14e-16 4,67e-16 3,72e-16  4,67e-16  2,48e-16 2,40e-16 4,20e-16 1,64e-16 3e-16
0,108s 0,619s 0,023s 4,675s  28,250s  15,762s 0,290s 0,016s 0,018s
predPrey 2,36e-16 1,68e-16 2,09e-16 2,52e-16 1,75e-16 1,98e-16 1,59e-16 1,50e-16 1,84e-16 9,88e-17 1,84e-16
0,107s 2,166s 0,020s 7,269s  29,500s  33,220s 0,410s 0,011s 0,018s
rigidBodyl  3,22e-13  2,95e-13  3,24e-13 5,33e-13  2,95e-13  3,22e-13  2,95e-13  2,70e-13  2,95e-13  1,49e-13  2,95e-13
2,794s 2,359s 0,033s 3,230s  27,983s 7,505s 0,280s 0,018s 0,543s
rigidBody2 3,65e-11 3.,6le-11  3,65e-11 6,48e-11 3,61e-11  3,65e-11 3,61e-11 3e-11  3,6le-11  2,11e-11 3,61e-11
5,090s 3,657s 0,370s 3,698s  32,683s  10,377s 0,310s 0,022s 1,266s
dopplerl 1,28e-13 1,61e-13 2,09e-13 7,64e-12  4,20e-13  2,69e-13  1,22¢-13 le-13  4,97e-13  7,76e-14 1,55e-13
8,347s 5,542s 0,044s 26,821s  30,817s  24,298s 1,450s 0,021s 0,757s
doppler2 2,36e-13  2.86e-13  3,08e-13 8,85e-12  1,05e-12  6,46e-13  2,23e-13  1,90e-13  1,34e-12 1,41e-13  3,36e-13
8,244s 5,634s 0,041s 26,731s  34,000s  24,073s 1,730s 0,034s 0,270s
doppler3 7,13e-14 8,76e-14  9,50e-14 4,07e-12  1,69¢e-13  1,0le-13  6,62e-14 5,70e-14 1,92e-13  3,93e-14 9e-14
9,028s 5,476s 0,044s 26,057s  32,250s  31,442s 1,330s 0,023s 0,311s
turbinel 3,09e-14 24le-14  2,52e-14 2,47e-11  8,65e-14 599%-14 1,67e-14 1,10e-14 2,17e-13  9,35e-15 1,81e-14
7,555s 9,816s 0,144s 127911s  32,950s  31,400s 0,450s 0,016s 6,042s
turbine2 2,60e-14 3,33e-14  3,0le-14 2,08e-12  1,31e-13  7,68e-14 2e-14  1,40e-14 3,05e-13 1,17e-14  2,36e-14
5,562s 7,395s 0,132s 22,225s  30,183s  14,890s 0,560s 0,025s 2,952s
turbine3 1,34e-14 0,36 1,83e-14 1,71e-11  6,24e-14  4,63e-14  9,58e-15 6,20e-15 1,56e-13 5,61e-15 1,11e-14
7,342s  11,256s 0,193s 150,653s  31,050s  31,224s 0,520s 0,026s 1,800s
sqroot 6,84e-16  5,35e-16 4,30e-16 1,29e-15 5,71e-16  6,18¢e-16  5,02e-16 4,70e-16 5,78e-16 3,70e-16 5,78e-16
0,120s 7,937s 0,035s 13,840s  28,000s 8,414s 0,320s 0,032s 0,050s
sine 742e-16 6,96e-16  7,49¢-16 6,03e-16 1,13e-15 5,19e-16 4.44e-16 2,90e-16 7,42e-16 2,79¢-16  7,04e-16
0,126s  40,351s 0,132s 13,1385 27,933s  14,265s 0,450s 0,027s 101,309s
sineOrder3  1,09e-15 6,54e-16  1,23e-15 1,19e-15 1,46e-15 997e-16 594e-16 4,10e-16 1,12e-15 3,30e-16  6,36e-16
0,117s 3,177s 0,021s 4,241s  25,867s 6,974s 0,290s 0,021s 1,504s
keplerO 1,03e-13  1,10e-13  1,10e-13 1,20e-13  1,05e-13  8,28e-14 7,47e-14 530e-14 1,19e-13  4,97e-14  9,82e-14
12,611s  12,187s 0,230s 2,120s  28,033s  11,113s 0,690s 0,037s 2,798s
keplerl 3,52e-13  4,69¢-13  4,04e-13 4,68¢-13 4,81e-13  4,14e-13  2,87e-13  1,60e-13  4,95e-13  1,64e-13  3,15e-13
252,468s  19,785s 0,683s 93,202s  28,933s  134,149s 1,710s 0,031s 12,691s
kepler2 224e-12 241e-12  1,67e-12 2,10e-12  2,47e-12  2,16e-12  1,58e-12 8,40e-13 2,43e-12 6,73e-13  1,84e-12
33,600s  39,048s 31,2355 59,881s  30,483s  72,847s 0,580s 0,027s 72,622s

petite sur-approximation de 1’erreur calculée par le branch-and-bound de FErA. Ici, FErA est
exécuté avec le critere d’arrét ; < 2 w. s. afin d’obtenir un temps de résolution comparable
aux autres outils et de conserver des bornes satisfaisantes pour 1’erreur maximale. Sur ces ex-
périmentations, FErA se classe premier deux fois (rigidBodyl et rigidBody?2), deuxieme
cinq fois (turbinel, turbine?2, turbine3, sineOrder3, et keplerl), et troisieme cing
fois (carbonGas, verhulst, dopplerl, kepler0, kepler2) en terme de meilleure sur-
approximation. A noter que FErA n’est jamais dernier, i.e., il ne produit jamais la pire sur-
approximation de I’erreur. Les deux bornes produites par notre outil sont du méme ordre de
grandeur pour la majorité des problemes. Le manque d’un traitement dédié aux occurrences mul-
tiples dans FErA est mis en avant par la sur-approximation de la borne supérieure obtenue pour
le probleme sine. Dans ce cas, le processus de coupe utilisé dans le branch-and-bound n’est
pas suffisant pour faire baisser la valeur de cette borne. FErA résout la plupart des programmes
dans un temps raisonnable a I’exception de kepler?2. Les programmes Kepler sont les problemes
avec le plus grand nombre de variables d’entrée et notre solveur est plus performant sur des pe-
tits problemes. Toutefois, un des avantages de FErA est qu’il utilise un algorithme anytime, i.e.,
un algorithme qui peut étre arrété a la fin de n’importe quelle itération et qui produit toujours
un encadrement correct de I’erreur maximale. Ceci permet d’assurer un encadrement de 1’erreur
maximale, méme grossier, en un temps raisonnable de résolution.
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7.3.3 Evolution des bornes pendant la résolution

Un suivi de I’évolution des bornes inférieures et supérieures de I’erreur maximale au cours de
la résolution donne des indications sur I’efficacité de notre encadrement. Les figures 7.1, 7.2, 7.4,
et 7.4 regroupent ° I’évolution des bornes pour chaque probléme. Ces expérimentations sont réa-
lisées avec le critere d’arrét idéal ¢* = € et avec une limite de temps de 10 minutes. L’intérét ici
n’est pas d’obtenir des bornes dans un temps raisonnable, mais de visualiser 1’évolution des va-
leurs des bornes pendant la résolution. Pour chaque graphique, la courbe rose représente la borne
supérieure de I’erreur maximale tandis que la courbe verte représente la borne inférieure de 1’er-
reur maximale. L’axe des abscisses donne le temps en secondes avec une échelle logarithmique,
tandis que 1’axe des ordonnées donne la valeur des bornes avec une échelle linéaire. A la fin de
I’axe des ordonnées -10™" avec n € N indique la magnitude de I’ensemble des valeurs sur cet axe.
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Figure 7.1 — Evolution des bornes de 1’encadrement de I’erreur maximal

Pour la plupart des expérimentations, une réduction (resp. augmentation) de la borne supé-
rieure (resp. inférieure) se produit assez tot dans le processus de résolution. Cette amélioration des

6. La séparation en trois figures et le regroupement de problemes dans celles-ci n’a pas de signification particuliere.
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bornes est due au découpage de I’espace de recherche effectuée par FErA. Ce découpage a lieu sur
les domaines de valeurs des variables d’entrées du probleme. Un tel découpage, associé au choix
de la boite la plus prometteuse, offre de plus grandes chances de calculer une meilleure borne
inférieure. En effet, les domaines de valeurs dans lesquels une valeur est choisie pour chaque va-
riable sont plus petits. Cela aide également le processus de filtrage, reposant sur 1’arithmétique des
intervalles, a obtenir des bornes plus précises pour les domaines d’erreurs des variables. Les gra-
phiques de nombreux problémes, tels que carbonGas, rigidBody (1 et 2), doppler (1, 2, et
3), ou encore turbine (1, 2, et 3) affichent un encadrement de I’erreur maximale serré en fin de
résolution. Pour rigidBodyl et rigidBody2, la borne supérieure obtenue par filtrage n’évo-
lue jamais pendant la résolution. Ceci n’est pas surprenant, la borne supérieure calculée par simple
filtrage se classe déja premiere par rapport aux autres outils de 1’état de 1’art (voir table 7.4). De
telles bornes supérieures sont donc satisfaisantes. De plus, I’évolution de la borne inférieure pour
chaque probleme assure que 1’erreur maximale se trouve proche de la borne supérieure. Améliorer
ces encadrements ou méme trouver 1’erreur maximale, nécessite une énumération des domaines
de valeurs des variables du probleme (voir la sous-section 6.2.1 du chapitre 6).
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Le probleme de dépendances, i€ aux occurrences multiples de variables, est clairement vi-
sible sur certains graphiques. Notamment pour sine, sineOrder3, ou encore sgroot. Ces
problémes ne contiennent qu’une seule variable, x, et des constantes. La variable x est donc utili-
sée dans toutes les contraintes arithmétiques du probléme. Ces nombreuses occurrences multiples
impactent directement le calcul de la borne supérieure, qui n’est presque pas réduite lors de la ré-
solution. La faible augmentation de la borne inférieure est également liée au maintien de la borne
supérieure. Comme les valeurs des bornes sont utilisées pour évacuer des boites ne contenant pas
de solution, cela permet d’accélérer la résolution et d’obtenir plus rapidement un meilleur enca-
drement de I’erreur maximale. Ici, les boites ne sont pas évacuées et le processus de calcul de la
borne inférieure cherche a obtenir une plus grande erreur dans des boites ol ce n’est pas possible.
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Figure 7.3 — Evolution des bornes de I’encadrement de 1’ erreur maximal

Une mise a jour de la borne supérieure entraine souvent une mise a jour de la borne infé-
rieure, et inversement. Cela est possible car notre algorithme établit des liens clairs entre les deux
bornes afin d’accélérer la résolution d’un probleme. Cette dépendance des bornes est visible sur
les graphiques de kepler0, keplerl, et kepler2. Ces mises a jour s’expliquent par plusieurs
regles de notre algorithme. Une borne inférieure plus grande va évacuer les boites ayant une borne
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supérieure locale plus petite. Jeter ces boites aide 1’algorithme a se concentrer sur celles pouvant
contenir une solution. Néanmoins, la résolution pour ces problemes stagne rapidement. Cela est di
a une combinaison du probleme de dépendance et a la combinatoire importante des domaines des
variables. En effet, les problemes kepler sont ceux avec le plus grand nombre de variables d’en-
trée. L’application d’une consistance plus forte, comme la 3B-consistance, ou sa généralisation
la kB-consistance [Lhomme, 1993], permet d’atténuer le probleme de dépendance et d’effectuer
de meilleures réductions de domaines. Toutefois, les calculs nécessaires a une telle consistance
sont treés couteux en temps et ne sont donc pas applicables ici pour améliorer la résolution de ces
probleémes.

La table 7.5 donne des informations sur les données de chaque probleme, telles que le nombre
et la nature des contraintes, le nombre de variables, ou la quantité d’occurences pour chaque va-
riable d’un probleme.

Table 7.5 — Mesures sur les problemes issus de FPBench

C

#C N N #X occurrences
carbonGas 11 1 2 6 2 1 #v =3
verhulst 4 1 0 1 2 1 s =2
predPrey 7 1 0 3 3 1 H#xr=4
rigidBody 1 7 0 4 3 0 3 Hu =2, H#x0 =2, Hr3 =2
rigidBody?2 4 2 2 10 O 3 FHxy=2,H#x0=4,#x3=06
dopplerl 8 3 0 4 1 3 H#u=2,#v=1,#T =1
doppler2 8 3 0 4 1 3 #Hu=2,#v=1,#T =1
doppler3 8 3 0 4 1 3 =2 p=1 &I =1
turbinel 4 1 4 7 2 3 Hv=2,#w=2,#r =4
turbine2 10 0 3 6 1 3 Huv =3, #w =2, #r =2
turbine3 4 1 4 7 2 3 H#v =2, #w =2, #r =4
sqroot 4 2 2 10 O 1 #x =10
sine 17 1 2 11 3 1 #x =16
sineOrder3 5 0 1 4 0 1 H#xr =4
kepler0 15 6 4 5 0 6 ig _ f iiz _ g izg _ g
keplerl 24 8 8 8 0 4 T =6 70 =6, zii _ g
kepler2 36 12 10 14 0 6 701 = 07wy =067y =6

H#x4 =6, #Hx5 =6, #x6 =06

En général, I’encadrement de I’erreur maximale fourni par FErA est précis. Le manque de
traitement des occurrences multiples limite néanmoins les réductions possibles pour la borne su-
périeure, ce qui impacte directement le calcul de la borne inférieure.

L’encadrement de I’erreur est proche de I’erreur maximale pour de nombreux problémes. Ob-
tenir un meilleur encadrement, voire trouver I’erreur maximale, peut nécessiter d’énumérer les
domaines de valeurs des variables d’entrée.
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7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté I’'implémentation de nos méthodes et algorithmes pré-
sentés dans les chapitres 5 et 6 dans un solveur appelé FErA. Ce solveur est construit a par-
tir d’Objective-CP, un systeme d’optimisation, et FPCS, un solveur pour les contraintes sur
les nombres a virgule flottante. Nos contributions s’insérent naturellement dans la structure
d’Objective-CP et profitent de I’architecture et des fonctionnalités existantes pour la résolution
de probleme. Les performances de FErA sont évaluées sur un ensemble de problemes standard
de la communauté d’analyse de programme sur les nombres a virgule flottante. FErA produit un
encadrement de I’erreur maximale satisfaisant et compétitif avec les bornes supérieures ou infé-
rieures produites par d’autres outils de I’état de 1’art. Les expérimentations illustrent également le
comportement aux limites de notre algorithme et montrent la précision de 1’encadrement produit
par rapport a I’erreur maximale.



CHAPITRE 8

Conclusion et
Perspectives

8.1 Conclusion

Dans cette theése, nous nous intéressons a I’analyse de programme sur les nombres a virgule
flottante et en particulier a I’analyse d’erreurs d’arrondi. Les erreurs d’arrondi sont un probleme
majeur pour les programmes numériques. Elles impactent I’exactitude des valeurs calculées par
le programme et peuvent modifier directement son comportement. Connaitre ces erreurs et pou-
voir les quantifier est donc essentiel afin de mieux connaitre le comportement d’un programme
numérique en pratique.

Dans un premier temps, nous proposons une approche, basée sur la programmation par
contraintes, afin de représenter, calculer, et raisonner sur les erreurs d’arrondi produites par un
programme sur les nombres a virgule flottante. Pour cela, nous étendons la notion de probleme
de satisfaction de contraintes aux erreurs et proposons une modélisation de I’erreur d’arrondi.
Cette extension nécessite 1’introduction d’un nouveau domaine, associé a chaque variable repré-
sentant un nombre a virgule flottante, appelé domaine d’erreurs. Un tel domaine capture I’erreur
associée a chaque variable du probleéme et la représente grice a un intervalle sur les rationnels.
En plus de ce domaine d’erreurs, un domaine de I’erreur sur 1’opération est défini pour chaque
contrainte arithmétique du probléme. Ce domaine capture I’erreur introduite & chaque opération
arithmétique dans le programme. La résolution d’un tel probleéme nécessite un filtrage dédié. Nous
introduisons donc un filtrage pour les domaines d’erreurs afin d’obtenir une 2B-consistance. Ce
filtrage tire pleinement avantage des spécificités de 1’arithmétique des nombres a virgule flottante
pour borner I’erreur. Afin d’exprimer des relations entre les erreurs au niveau de la modélisation,
nous introduisons des contraintes sur les erreurs. Contrairement aux contraintes impliquant les do-
maines de valeurs de variables du probléme, ces nouvelles contraintes expriment des relations sur
les domaines d’erreurs. Les contraintes sur les erreurs peuvent étre mixtes et exprimer une relation
entre domaines de valeurs et domaines d’erreurs. L’intérét de ces contraintes est d’introduire un
raisonnement sur les erreurs afin de résoudre de nouveaux problémes.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés au probleme de I’erreur maximale, i.e.,
Perreur la plus grande, en valeur absolue, qu’un programme peut produire pour un ensemble de
valeurs d’entrée donné. Nous proposons un algorithme afin d’encadrer rigoureusement 1’erreur
maximale. Cet algorithme se base sur un branch-and-bound cherchant 2 maximiser 1’erreur pro-
duite. I1 produit deux bornes pour I’erreur maximale : une borne supérieure, sous forme de sur-
approximation correcte, et une borne inférieure, sous forme de sous-approximation atteignable
de I’erreur. La borne supérieure est obtenue a partir du processus de filtrage de notre systeme de

109



110 CHAPITRE 8 — Conclusion et Perspectives

contraintes pour les erreurs. La borne inférieure est calculée a 1’aide d’une procédure générer-et-
tester couplé a une recherche locale. Les valeurs d’entrée permettant d’exercer la borne inférieure
sont connues et peuvent donc servir a la vérifier dans un oracle externe. A notre connaissance,
notre algorithme est le premier a combiner une sur-approximation et une sous-approximation de
I’erreur pour produire un encadrement correct de 1’erreur maximale. Les bornes de notre encadre-
ment tirent avantage 1’une de 1’autre afin de s’améliorer et accélérer la résolution de I’algorithme.
Nous proposons également une analyse des limites et cas particuliers de notre algorithme, ainsi
que des criteres d’arréts supplémentaires afin de réduire le temps de résolution tout en obtenant
un encadrement satisfaisant. Un des intéréts de notre algorithme est qu’il est anytime : il peut étre
arrété a la fin de n’importe quelle itération et produit toujours un encadrement correct de I’erreur
maximale.

Les contributions présentées dans cette these ont été implémentées dans un solveur, appelé
FErA. Ce solveur est construit a partir d’Objective-CP, un systeme d’optimisation, et de FPCS,
un solveur pour les contraintes sur les nombres a virgule flottante. Les performances de ce pro-
totype sont évaluées sur un ensemble de programmes communs a la communauté d’analyse de
programmes sur les nombres a virgule flottante. Les bornes produites par FErA sont également
comparées a plusieurs autres outils de I’état de I’art. Ces expérimentations illustrent la validité
de I’encadrement de I’erreur maximale produit et I’efficacité de notre algorithme par rapport a
d’autres approches.

8.2 Perspectives

Cette these ouvre plusieurs perspectives de recherches. En pratique, une meilleure analyse et
un modele plus précis de ’erreur d’arrondi permettraient de réduire I’effet négatif du probleme
de dépendance lors du filtrage de I’erreur. En effet, le modele existant montre certaines limites
pour I’encadrement de 1’erreur maximale. Dans un premier temps, une analyse de 1’erreur pour
les opérations arithmétiques, similaire a celle proposée pour les valeurs dans [Gallois-Wong ef al.,
2020], donnerait une borne plus précise pour certains cas. Ceci nécessiterait également une analyse
fine de la distribution de I’erreur pour les opérations arithmétiques de base.

La recherche locale utilisée pour améliorer la borne inférieure de 1’encadrement de 1’erreur
maximale est un élément essentiel de notre algorithme. Le paramétrage de cette recherche lo-
cale impacte directement le temps global de résolution. Il est donc essentiel de pouvoir guider
au mieux cette recherche afin de trouver une plus grande erreur locale pouvant servir de borne
inférieure. Cette amélioration pourrait étre guidée par la distribution de I’erreur, comme dans [Xia
et al., 2020]. Le paramétrage précis de la recherche locale serait aussi amélioré par une analyse
empirique de son comportement lors de la résolution.

Une autre direction de recherche serait d’ajouter le support pour les fonctions transcendantes,
e.g., sin, cos, ou encore tan, afin de pouvoir traiter plus de problemes. Néanmoins, I’ajout de
ces fonctions vient au prix de I’exactitude du calcul de I’erreur. En effet, ces fonctions ne sont
pas calculables dans Q. Il est toutefois possible d’écrire des fonctions de projections dédiées a
ces fonctions sur les intervalles en introduisant une sur-approximation supplémentaire. De plus,
le manque des propriétés pour ces fonctions au niveau du standard IEEE 754 [IEEE, 2008] rend
d’autant plus dépendante une approche théorique a I’'implémentation des fonctions transcendantes.
Au niveau de I'implémentation, de telles fonctions de projections ne peuvent donc pas étre cal-
culée dans Q. Une alternative serait d’utiliser des nombres a virgule flottante dans une précision
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arbitrairement grande, comme dans MPFR [Fousse ef al., 2007], ainsi que des intervalles. Cette
approche produit une sur-approximation des erreurs mais reste conservatrice des solutions grice a
un arrondi extérieur au bornes de I’intervalle.

Finalement, une expérimentation approfondie avec différentes stratégies de recherches,
comme celles introduites dans [Zitoun, 2018], servirait a améliorer la résolution de probleme. De
nouvelles stratégies de recherche, dédiées aux erreurs, pourraient également €tre utiles a 1’accélé-
ration du processus de résolution. Ces stratégies pourraient s’inspirer de la distribution des erreurs
et mettre en avant certaines propriétés liant les domaines de valeurs et les domaines d’erreurs des
variables du probleme.
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Analyse des erreurs d’arrondi sur les nombres a virgule
flottante par programmation par contraintes

Rémy GARCIA

Résumé

Les nombres a virgule flottante sont utilisés dans de nombreuses applications pour effectuer
des calculs, souvent a I’insu de I'utilisateur. Les modeles mathématiques de ces applications
utilisent des nombres réels qui ne sont souvent pas représentables sur un ordinateur. En ef-
fet, une représentation binaire finie n’est pas suffisante pour représenter 1’ensemble continu
et infini des nombres réels. Le probleme est que le calcul avec des nombres a virgule flot-
tante introduit souvent une erreur d’arrondi par rapport a son équivalent sur les nombres réels.
Connaitre I’ordre de grandeur de cette erreur est essentiel afin de comprendre correctement le
comportement d’un programme. De nombreux outils en analyse d’erreurs calculent une sur-
approximation des erreurs. Ces sur-approximations sont souvent trop grossieres pour évaluer
efficacement I’impact de I’erreur sur le comportement du programme. D’autres outils calculent
une sous-approximation de I’erreur maximale, i.e., la plus grande erreur possible en valeur
absolue. Ces sous-approximations sont soit incorrectes, soit inatteignables. Dans cette these,
nous proposons un systeme de contraintes capable de capturer et de raisonner sur I’erreur pro-
duite par un programme qui effectue des calculs avec des nombres a virgule flottante. Nous
proposons également un algorithme afin de chercher I’erreur maximale. Pour cela, notre al-
gorithme calcule a la fois une sur-approximation et une sous-approximation rigoureuses de
I’erreur maximale. Une sur-approximation est obtenue a partir du systeme de contraintes pour
les erreurs, tandis qu’une sous-approximation atteignable est produite a 1’aide d’une procédure
générer-et-tester et d’une recherche locale. Notre algorithme est le premier a combiner a la fois
une sur-approximation et une sous-approximation de I’erreur. Nos méthodes sont implémen-
tées dans un solveur, appelé FErA. Les performances sur un ensemble de problemes communs
sont compétitives : I’encadrement rigoureux produit est précis et se compare bien par rapport
aux autres outils de 1’état de I’art.

Mots-clés : programmation par contraintes, nombres a virgule flottante, erreur d’arrondi, analyse
d’erreurs, contraintes sur les erreurs, optimisation

Abstract

Floating-point numbers are used in many applications to perform computations, often without
the user’s knowledge. The mathematical models of these applications use real numbers that are
often not representable on a computer. Indeed, a finite binary representation is not sufficient to
represent the continuous and infinite set of real numbers. The problem is that computing with
floating-point numbers often introduces a rounding error compared to its equivalent over real
numbers. Knowing the order of magnitude of this error is essential in order to correctly under-
stand the behaviour of a program. Many error analysis tools calculate an over-approximation
of the errors. These over-approximations are often too coarse to effectively assess the impact of
the error on the behaviour of the program. Other tools calculate an under-approximation of the
maximum error, i.e., the largest possible error in absolute value. These under-approximations
are either incorrect or unreachable. In this thesis, we propose a constraint system capable of
capturing and reasoning about the error produced by a program that performs computations
with floating-point numbers. We also propose an algorithm to search for the maximum error.
For this purpose, our algorithm computes both a rigorous over-approximation and a rigor-
ous under-approximation of the maximum error. An over-approximation is obtained from the
constraint system for the errors, while a reachable under-approximation is produced using a
generate-and-test procedure and a local search. Our algorithm is the first to combine both an
over-approximation and an under-approximation of the error. Our methods are implemented in
a solver, called FErA. Performance on a set of common problems is competitive: the rigorous
enclosure produced is accurate and compares well with other state-of-the-art tools.

Keywords: constraint programming, floating-point numbers, round-off error, error analysis, constraints
over errors, optimization
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