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Résumé

Le probléme d’ordonnancement consiste a organiser l’exécution d’un ensemble de
taches soumises & des contraintes de temps et de ressources. C’est un probléme com-
binatoire NP-difficile au sens fort (méme lorsqu’on ne considére qu’'une seule ressource).
Dans cette thése, nous utilisons 'approche par contraintes pour résoudre le probléme
d’ordonnancement cumulatif non-préemptif. Nous nous intéressons particuliérement a la
propagation de la contrainte de ressources.

Nous décrivons et comparons tant d’un point de vue expérimental que théorique, de
nouveaux algorithmes de propagation de la contrainte de ressources en ordonnancement
cumulatif. 11 s’agit de I’edge-finding, de I'extended edge-finding et du not-first /not-last.
Chacun de ces algorithmes de filtrage étudiés effectue différents dégrés de filtrage. C’est
pourquoi ils sont combinés dans la contrainte globale cumulative pour une propagation
maximale. Toutes ces régles cherchent & déterminer la position d’une tache ¢ par rapport
a un ensemble de taches () toutes nécessitant la méme ressource. Nous proposons pour
chacune des régles, de nouveaux algorithmes de filtrage qui méme lorsque leur complexité
n’est pas toujours meilleure, s’avére trés utile dans la pratique.

Pour I'edge-finding, nous proposons un algorithme itératif de complexité O(n?) basé
sur les notions de densité maximale et de marge minimale. Cet algorithme n’effectue
pas nécéssairement l'ajustement maximal a la premiére itération, mais s’améliore aux
itérations subséquentes. Dans la pratique, cet algorithme est trois fois plus rapide que le
meilleur algorithme standard d’edge-finding de la littérature.

Nous montrons aussi que ’algorithme d’extended edge-finding de Mercier et Van Hen-
tenryck de complexité O(n?k) est incorrect. Nous proposons alors un algorithme itératif

d’extended edge-finding de complexité O(n?) similaire a celui de Pedge-finding basé sur la
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SOMMAIRE viii

notion de marge minimale. La combinaison de ce nouvel algorithme avec celui de 1'edge-
finding permet d’accélérer I'exécution de certains instances et dans le cas ou le branche-
ment est dynamique, on remarque en plus une réduction du nombre de nocuds dans l'arbre
de recherche sur les instances réputées fortement cumulatives. Nous démontrons que le
résultat annoncé par Vilim suivant lequel la conjonction de I'edge-finding et de 'extended
edge-finding est dominée par le timetable edge finding est faux.

Enfin, nous proposons deux algorithmes de not-first /not-last, 'un complet et 1'autre
itératif. L’algorithme complet est de complexité O(n?|H|logn) ou |H| désigne le nombre
de dates de fin au plus tot différentes des taches. Nous améliorons ainsi la complexité du
meilleur algorithme complet connu pour cette régle, O(nlogn), car |H| < n. Le second
algorithme de not-first /not-last est itératif et de complexité O(n?logn). Il atteint le méme
point fixe que les algorithmes complets de not-first /not-last et est plus rapide en pratique
que tous les autres algorithmes de not-first /not-last.

Mots Clés : Ordonnancement cumulatif, programmation par contraintes, propagation
des contraintes, contrainte globale, edge-finding, extended edge-finding, not-first /not-last,

timetable edge finding, RCPSP.



Abstract

A scheduling problem consists in planning the execution of a set of tasks under resource
and temporal constraints. It is an NP-hard combinatorial problem even if only one resource
is considered. In this thesis, we use the constraint programming approach to solve the non-
preemptive cumulative scheduling problem. We focus particularly on resource constraint
propagation.

We describe and compare theoretically and experimentally new propagation algorithms
for resource constraint in cumulative scheduling. We focus on edge-finding, extended edge-
finding and not-first /not-last algorithms. Each of these algorithms has different filtering
power. It is while they are combined in the global cumulative constraint to increase their
filtering power and for a maximum propagation. Each of this rules determines the position
of the task ¢ relatively to a set of tasks (2 all sharing the same resource. We propose for
each of these rules a new filtering algorithm. The complexity of some algorithms does not
strictly dominate the best existing one, but the algorithm remains useful in practice.

For the edge-finding, we propose a sound O(n?) algorithm based on the notions of maxi-
mum density and minimum slack. The algorithm doesn’t necessary perform the maximum
adjustment at the first run, but improves at subsequent iterations. In practice, it is three
time faster than the best known standard algorithm of the literature.

We prove that the extended edge-finding of Mercier and Van Hentenryck of complexity
O(n?k) is incorrect. We then propose a sound O(n?) extended edge-finding algorithm
similar to our edge-finding and based on the notion of minimum slack. The conjunction
of our new extended edge-finding algorithm with the edge-finding reduces the running
time of a few instances and when the dynamique branching scheme is used, we have in

addition, a reduction of the number of nodes on highly cumulative instances. We prove
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that the edge-finding and the extended edge-finding are not dominated by the timetable
edge finding. This result contradicts the claim of Vilim that the conjunction of edge-finding
and extended edge-finding is dominated by the timetable edge finding.

We end with the proposition of two filtering algorithms for the not-first /not-last rule.
The first one is complete and runs in O(n?|H|logn) where |H| is the number of different
earliest completion times of tasks. This algorithm thus improves the complexity of the
best known complete not-first /not-last algorithm, O(n3logn), since |H| < n. The second
filtering is sound and run in O(n?logn). This algorithm reaches the same fix point as
complete filtering not-first /not-last algorithms and is faster than all of them in practice.

Key Words : Cumulative scheduling, constraint programming, constraint propaga-
tion, global constraint, edge-finding, extended edge-finding, not-first/not-last, timetable
edge finding, RCPSP.
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Introduction générale

Dans les organisations telles que les gouvernements et les entreprises, la grande taille
des projets nécessite une planification et une optimisation de I'utilisation des ressources
ou tout simplement la recherche d’une solution réalisable. C’est par exemple le cas en
industrie lorsqu’on veut savoir quelles machines utiliser pour exécuter un ensemble de
taches et a quelles dates ces taches doivent étre planifiées (projets & moyens limités) pour
minimiser la durée totale du projet. Ce type de probléme se range dans la famille de
problémes d’ordonnancement qui sont généralement fortement combinatoires. L’ordon-
nancement est ’allocation des ressources aux taches dans le temps. Plusieurs typologies
complétent cette définition trés générale |21, 45]. Les problémes varient suivant la nature
des taches (préemptifs ou non), des ressources (disjonctives, cumulatives, renouvelables
ou non), les contraintes portant sur les taches (contraintes de disponibilité, contraintes de
précédence) et les critéres a optimiser (fin du projet, retard, cotit total). La résolution d’un
probléme d’ordonnancement consiste a placer dans le temps les activités ou taches, compte
tenu des contraintes temporelles (délais, contraintes d’enchainement, ...) et de contraintes
portant sur 'utilisation et la disponibilité des ressources requises par les taches.

Plusieurs communautés se sont intéressées a la résolution des problémes d’ordonnan-
cement : la communauté Recherche Opérationnelle (RO), la communauté Intelligence
Artificielle (IA) et la communauté Programmation Par Contraintes (PPC). La flexibilité
et la lisibilité des formulations des problémes obtenus avec la PPC ont fait de cette mé-
thode une approche émergente. Dans cette approche, le processus de résolution est basé
sur la génération de contraintes et la résolution de celles-ci & travers des méthodes spé-
cifiques. Ces techniques sont étudiées dans le domaine de I'Intelligence Artificielle. Une

de ces techniques, parmi les plus importantes, est la propagation de contraintes. L’ob-

1
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jectif essentiel de la propagation de contraintes est de définir un probléme équivalent au
probléme de départ, mais dont la nouvelle formulation présente un espace de recherche
moins volumineux. La propagation des contraintes a pour but d’éliminer les valeurs des
domaines des variables ne conduisant a aucune solution. Une caractéristique importante
de la PPC est qu’elle considére généralement une seule contrainte a la fois : les algorithmes
de filtrage sont exécutés successivement sur chaque contrainte et les informations obtenues
sont propagées localement aux autres contraintes.

Au cours de la propagation des contraintes, chaque contrainte peut étre examinée indé-
pendamment des autres. Ceci constitue une faiblesse de cette technique car la connaissance
des autres contraintes peut ameéliorer substantiellement la réduction du domaine. C’est
pour cette raison que les contraintes globales ont été introduites. Une contrainte globale
est un sous-ensemble de contraintes, correspondant & une sous-structure du probléme ori-
ginal, et auquel est associé¢ un algorithme de filtrage spécialisé. Pour la résolution des

problémes d’ordonnancement cumulatif, la contrainte globale
cumulative([sy, ..., Sp], [P1, -y Pnls [C1, -y Ca], C)

est utilisée pour la propagation de la contrainte de ressource. Elle sert a modéliser la
situation suivante : On doit ordonnancer n taches ou s, . . ., s, désignent les dates de
début associées a chaque tache. La durée d’exécution de chaque tache i est p;. Chaque
tache ¢ demande ¢; unités de ressource. C' unités de ressource sont disponibles & tout
moment. Les algorithmes de filtrage pour la contrainte cumulative sont trés complexes et
variés [40, 75, 54, 43, 42, 39, 65, 60, 8, 76, 36, 44, 67, 9, 12, 13, 33, 66].

On peut citer entre autres ’edge-finding [40, 75, 54, 60, 67|, 'extended edge-finding [43,
54, 60], le not-first /not-last [42, 65, 38, 39, 37, 35|, le raisonnement énergétique [10, 9,
11, 51], le timetable edge finding [77], le balayage [12], le timetabling [10, 9, 11], I'over-
load checking |78, 76], les coupes de Benders [33|, I’énergie de précédence et le balance
constraint [50].

L’efficacité et la puissance de la contrainte globale dépend de I'exactitude et de la com-
plexité de ces algorithmes de filtrages. Les travaux présentés dans cette thése s’inscrivent
dans ce cadre. Nous décrivons et comparons tant d’un point de vue expérimental que

théorique, de nouveaux algorithmes de propagation de contraintes de ressources en ordon-
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nancement cumulatif. Nous nous intéressons essentiellement a l’edge-finding, 'extended
edge-finding et au not-first /not-last. Les contributions de cette thése sont les suivantes :

— Nous proposons un algorithme quadratique d’edge-finding cumulatif qui n’effectue
pas nécessairement 1’ajustement maximal a la premiére itération, mais s’améliore
aux itérations subséquentes. Alors que sa complexité ne domine pas strictement
celle de I'algorithme de complexité O(nklogn) en temps proposé par Vilim [75], les
résultats expérimentaux sur les instances de RCPSP de la librairie PSPLib [49] et
I’ensemble des instances de Baptiste et Le Pape BL [8] montrent que cet algorithme
est plus rapide. !

— Nous montrons que la seconde phase de I’algorithme d’extended edge-finding proposé
par Luc Mercier et Pascal Van Hentenryck [54] de complexité O(kn?) en temps et
O(kn) en espace (o n désigne le nombre de taches et k& < n le nombre de différentes
demandes en ressource) est incorrecte.

— Puis, nous proposons un nouvel algorithme d’extended edge-finding de complexité
O(n?) en temps. Au point fixe de I’edge-finding, cet algorithme effectue toujours
un ajustement si celui ci est justifié par la régle. Comme pour l'edge-finding, ce
n’est pas nécessairement a la premiére itération que l'ajustement maximal est effec-
tué, mais I’algorithme s’améliore aux itérations subséquentes. Nous montrons que la
combinaison de cet algorithme et celui de I’edge-finding atteint le méme point fixe
que la conjonction des regles edge-finding et extended edge-finding. Les résultats
expérimentaux sur les instances de RCPSP de la librairie PSPLib [49] et I’ensemble
des instances de Baptiste et Le Pape BL [8] montrent que la combinaison de ce nou-
vel algorithme avec celui de I'edge-finding permet d’accélérer ’exécution de certains
instances et dans le cas ou le branchement est dynamique, on remarque en plus une
réduction du nombre de nceuds dans ’arbre de recherche sur les instances réputées
fortement cumulatives.

— Nous démontrons que le timetable edge finding ne domine ni ’edge-finding, ni l'ex-

tended edge-finding. Ce qui contredit le résultat annoncé par Vilim [77] suivant

1. Ce résultat a été obtenu avec la collaboration de Joseph Scott et Youcheu Ngo-Kateu thésards.
L’implémentation, la conduite des expériences, la tabulation, le plottage et 'analyse des résultats de [40,

41] ont été conduites en grande partie par Joseph Scott.
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lequel la conjonction de I'edge-finding et I'extended edge-finding est dominée par le
timetable edge finding 2.

— Les derniéres contributions portent sur le not-first /not-last. Nous proposons pour
cette régle deux algorithmes : 'un complet et I'autre itératif. L’algorithme complet
est de complexité O(n?|H|logn) en temps et O(n) en espace ou |H| désigne le
nombre de dates de fin au plus tot différentes des téaches [39]. Nous améliorons ainsi
la complexité du meilleur algorithme complet connu pour cette régle [64].

— Nous proposons aussi un algorithme itératif de not-first /not-last qui atteint le méme
point fixe que les algorithmes complets de not-first /not-last [42, 38]. En effet, I’al-
gorithme effectue toujours un ajustement lorsque celui ci est justifié par la régle.
Cet ajustement n’étant pas forcement maximal, il est amélioré aux itérations subsé-
quentes. Une comparaison des deux algorithmes de not-first /not-last sur les instances
de RCPSP de la librairie PSPLib [49] et '’ensemble des instances de Baptiste et Le
Pape BL [8] montre que la version itérative est plus rapide que la version compléte.

Cette these est structurée comme suit :

Au Chapitre 1, nous présentons les notions générales utilisées dans la these. Il s’agit
notamment de la Programmation Par Contraintes (PPC) et des problémes d’ordonnan-
cement cumulatif. Une attention particuliére est portée sur les problémes a une ressource
connus sur le nom de Cumulative Scheduling Problems (CuSP). C’est sur ces problémes
que seront appliquées les régles de propagation étudiées dans cette thése. Nous cloturons
le chapitre par la présentation de 1’état de I'art des différents algorithmes de filtrages
existants et souvent utilisés dans la contrainte globale cumulative.

Le Chapitre 2 est consacré a l'edge-finding, 'extended edge-finding et au not-first /not-
last. Nous proposons un algorithme de complexité O(n?) en temps pour I'edge-finding. Le
nouvel algorithme est basé sur les notions de marge minimale et de densité maximale et
effectue toujours un ajustement tant que celui ci est justifié par la régle. Nous montrons
que la seconde phase de ’algorithme d’extended edge-finding proposé par Luc Mercier et
Pascal Van Hentenryck [54| est incorrecte. Nous proposons par la suite un nouvel algo-

rithme d’extended edge-finding itératif de complexité O(n?) en temps et O(n) en espace

2. C’est avec le concours de Joseph Scott que nous avons réfuté les arguments de Vilim sur la domi-

nation du timetable edge-finding sur I’(extended) edge-finding.
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qui est tres efficace au point fixe de 'edge-finding. Nous démontrons que le timetable
edge finding ne domine ni ’edge-finding, ni l'extended edge-finding. La derniére partie
de ce chapitre est consacré au not-first/not-last ot nous proposons deux algorithmes de
not-first /not-last : I'un complet de complexité O(n?|H|logn) en temps et O(n) en espace
[39] et lautre itératif de complexité O(n?logn) en temps et O(n) en espace [38, 42]. H
désigne ’ensemble des dates de fin au plus tot des taches.

Le Chapitre 3 est consacré aux résultats expérimentaux. Nous comparons les algo-
rithmes ainsi proposés a ceux de la littérature sur les instances de RCPSP bien connues
de la littérature et I’ensemble des instances de Baptiste et LePape BL [8]. Ces résultats

montrent que nos algorithmes sont plus rapides que ceux existants.



CHAPITRE PREMIER

REVUE DE LA LITTERATURE :
PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES ET

ORDONNANCEMENT

Dans ce chapitre, nous présentons quelques concepts de base en Programmation Par
Contraintes (PPC), puis aprés une classification partielle des problémes d’ordonnance-
ment, nous décrivons les problémes d’ordonnancement cumulatif & une ressource notés
CuSP pour Cumulative Scheduling Problems. L’état de l'art sur les algorithmes de fil-

trage existants pour la propagation de la contrainte cumulative conclut le chapitre.

1.1 Programmation par contraintes

Dans ce paragraphe, nous présentons les principes de la Programmation Par Contraintes
(PPC). Aprés une étude du probléme de satisfaction de contraintes (CSP en abrégé)
(Constraint Satisfaction Problem en anglais), nous décrivons les mécanismes de filtrage
et de propagation des contraintes et quelques techniques de recherche de solutions. Nous
présentons ensuite quelques heuristiques de choix de variables et de valeurs et décrivons
comment les techniques de recherche sont utilisées dans un processus itératif pour opti-

miser un certain critére.

1.1.1 Problémes de satisfaction de contraintes

La notion de contrainte apparait naturellement dans notre vie quotidienne. C’est par
exemple le cas lorsqu’il s’agit d’affecter des stages a des étudiants en respectant leurs

6
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souhaits, de ranger des piéces de formes diverses dans une boite rigide, de planifier le
trafic aérien pour que tous les avions puissent décoller et atterrir sans se percuter, ou
encore d’établir un menu a la fois équilibré et appétissant. La notion de "Probléme de
Satisfaction de Contraintes" (CSP) désigne 'ensemble de ces problémes définis par des
contraintes, et consistant & chercher une solution qui satisfait ces contraintes. A travers
la programmation par contraintes (PPC), il est possible de modéliser plusieurs problémes
réels comme des problémes de satisfaction de contraintes [48, 71, 55, 72, 23, 61]. Une
instance du CSP est définie par la donnée d'un ensemble de variables, d’'un domaine
pour chaque variable spécifiant les valeurs pouvant étre attribuées a cette variable et des

contraintes sur les variables. Mathématiquement, le probléme est défini comme suit :

Définition 1.1. Une instance P du probléme de satisfaction de contraintes (CSP) est
définie par la donnée d’un triplet P = (X, D,C) ou X = {x1,...,x,} désigne l’ensemble
des variables, D = {D(xy), ..., D(x,)} U'ensemble des domaines associés aux variables (
D(z;) désigne U'ensemble des valeurs possibles de la variable z; ) et C = {C},...,Cp}
l’ensemble fini des contraintes. Chaque contrainte définit les combinaisons des valeurs
autorisées.

Une solution d’une instance de CSP est un n-uplet (vy, ..., v,) de valeurs attribuées aux

variables x1,...,x, telle que v; € D(x;) et toutes les contraintes de C soient satisfaites.

Dans toute la suite, nous nous intéressons au cas des domaines finis a valeurs entiéres
comme cela sera le cas pour les problémes d’ordonnancement qui nous intéressent.

Une variable est dite instanciée quand on lui affecte une valeur dans son domaine.
Une instantiation compléte est toute application qui instancie toutes les variables. Une
solution partielle d'un CSP est toute instantiation partielle qui satisfait ’ensemble des
contraintes de C' ne portant que sur les variables instanciées.

Une instantiation (totale ou partielle) est consistante si elle ne viole aucune contrainte,
et inconsistante si elle viole une ou plusieurs contraintes. Lorsqu’elle existe, une solution

du CSP est donc toute instantiation compléte qui satisfait toutes les contraintes.

Définition 1.2. Pour une instance de CSP, si C; est une contrainte alors nous notons
Var(C;) lensemble des variables qui interviennent dans cette contrainte. L’arité d’une

contrainte C; est le nombre de variables qui interviennent dans la contrainte et est noté
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|Var(C))].
Si |Var(C;)| = 1 alors la contrainte C; est dite unaire. Si |Var(C;)| = 2 alors la

contrainte est dite binaire et n-aire si |Var(C;)| = n.
Les définitions 1.1 et 1.2 sont illustrées dans I’Exemple 1.1 ci-dessous.

Exemple 1.1. Soient x, y et z trois variables telles que D(x) = {2,3,4}, D(y) =
{1,2,3,4} et D(z) = {3,4,5}. Soient Cy : x <y et Cy : x+y = 2z deux contraintes. Le tri-
plet (X, D, C) définit un CSP ou X = {x,y,z}, D = {D(x),D(y), D(2)} et C = {C, Cs}.
Var(Cy) ={x,y}, Var(Cs) = {x,y, z}. Comme |Var(Cy)| =2 et |Var(Cy)| =3 alors C4

est une contrainte binaire et Cy est une contrainte ternaire.

Une instance de CSP est dite binaire si toutes ses contraintes le sont. Le probléme de
décision du CSP est un probléme NP-complet [29] puisque le CSP binaire 'est déja. Tout
CSP d’arité supérieure a 2 peut étre réduit en un CSP binaire. Cette binarisation nécessite
la création de nouvelles variables, chacune encapsulant une contrainte d’arité supérieure a
2. Plusieurs techniques ont été développées pour résoudre le CSP binaire notamment les
réseauz de contraintes [62, 6, 69]. Ici le CSP est représenté par un graphe appelé graphe de
contraintes dans lequel les sommets sont les variables de X et les arcs entre deux sommets
x; et x; sont les contraintes binaires liant ces deux variables. La binarisation est trés peu

utilisée dans la pratique malgré de nombreux travaux développés autour.

Exemple 1.2. Considérons le CSP de I’Exzemple 1.1. Sa binarisation nécessite la créa-
tion d’une nouvelle variable u de domaine le produit cartésien des domaines des variables
individuelles D(u) = {(2,1,3), (2,1,4), (2,1,5), (2,2,3), (2,2,4), (2,2,5), (2,3,3), (2,3, 4),
(2,3,5),(2,4,3), (2,4,4),(2,4,5), (3,1,3), (3,1,4), (3,1,5), (3,2,3), (3,2,4), (3,2,5), (3,3, 3),
(3,3,4), (3.3,5), (3,4,3), (3,4,4), (3,4,5), (4, 1,3), (4,1,4), (4, 1, 5), (4,2, 3), (4,2,4), (4,2, 5),
(4,3,3),(4,3,4), (4,3,5),(4,4,3),(4,4,4), (4,4,5) }. Les valeurs du domaine de u sont les
triplets dans lequel la premiére composante désigne la valeur de x (xr = 1st(u)), la se-
donde composante désigne la valeur de y (y = 2nd(u)) et la derniére composante désigne

la valeur de z (z = 3rd(u)). Le graphe ci-dessous représente le graphe de contraintes de

ce CSP.
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©)
z = 3rd(u)

x = 1st(u) y = 2nd(u)
@/

<y

Certaines techniques ont été spécifiquement développées pour explorer les contraintes
n-aires ou contraintes globales [12]. La plus célébre contrainte globale est la contrainte
all-different qui s’assure qu'un ensemble de variables doivent prendre des valeurs deux
a deux différentes. En ordonnancement, la contrainte globale cumulative [1, 12, 66] est
utilisée pour modéliser la contrainte de ressources. Elle s’assure qu’a chaque instant, la
capacité de la ressource n’est pas violée i.e., la quantité d’une ressource requise par un

ensemble de taches en cours d’exécution n’excéde pas la capacité de la ressource.

1.1.2 Filtrage et propagation

Les contraintes sont utilisées dans un processus déductif pour détecter rapidement
une inconsistance (au moins un domaine vide) ou réduire le domaine des variables. La
réduction du domaine d’une variable se fait avec un algorithme de filtrage qui supprime
du domaine les valeurs pour lesquelles il n’est pas possible de satisfaire la contrainte. Une

des propriétés les plus intéressantes d’un tel algorithme de filtrage est la consistance.

Définition 1.3. Lorsque la contrainte est unaire, le fait de supprimer toutes les valeurs

du domaine incompatibles avec la contrainte est appelé consistance de neeuds.

Cette consistance n’apporte que peu d’informations. Les contraintes portent générale-
ment sur au moins deux variables.
Aussi appelée Arc Consistency (AC) pour consistance d’arc, c¢’est la méthode la plus

employée qui s’applique aux contraintes binaires.

Définition 1.4. Une contrainte binaire liant deux variables x; et x; est dite arc consistante
si pour toute valeur v; de x;, il existe une valeur v; dans le domaine D(x;) telle que

Uinstantiation (v;,v;) satisfait la contrainte.
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Une contrainte satisfait la consistance d’arc si chaque valeur de chaque variable ap-
partient & une solution de la contrainte. On établit la consistance d’arc en supprimant
les valeurs qui ne satisfont pas cette propriété. De nombreux algorithmes effectuent la
consistance d’arc pour un CSP binaire (AC-1, AC-3, ...) [48].

Dans 'exemple 1.1, pour rendre la contrainte C' arc consistante, on doit supprimer la
valeur 4 de D(z) et les valeurs 1 et 2 de D(y), ce qui permet, par exemple, de déduire que
D(z) ={2,3} et D(y) = {3,4}.

La consistance d’arc peut se généraliser en Hyperarc Consistency (HAC) pour consis-
tance d’hyperarc ou consistance d’arc généralisée dans le cas d’'une contrainte k-aires. Le
principe est le méme que pour les contraintes binaires : une contrainte est HAC si et
seulement si chaque valeur de chaque variable appartient a une solution de la contrainte.
On établit la consistance d’hyperarc en supprimant toutes les valeurs qui ne satisfont pas
cette propriété. Une autre généralisation de la consistance d’arc est la k-consistance. Elle

se définit comme suit :

Définition 1.5. Soit C; une contrainte sur k variables xy, ..., xx. D(z;) désigne le do-
maine de la variable x;. C; est "arc-consistante” si et seulement si pour toute variable x;
et pour toute valeur v; de D(x;), il existe des valeurs vy, ..., V;_1, Viy1, ..., Up apparte-
nant respectivement aux domaines D(xy), ..., D(x;—1) , D(xi1), ..., D(xy) telles que la

contrainte C; soit vérifiée lorsque Vj € {1, ...k}, x; = v;.

Le renforcement de la consistance d’arc pour une contrainte d’arité k se fait en O(kd")

dans le pire des cas ol d est la taille du domaine des variables.

Définition 1.6. Un probléme est dit k-consistant si toute solution partielle de k — 1
variables peut étre étendue a une solution partielle de k variables en choisissant n’importe
quelle valeur dans le domaine de la k-ieme variable. Un probléme est dit fortement k-
consistant s’il est consistant pour tout k' < k. Lorsque k = 2, on parle de consistance

d’arc tandis que pour k = 3, le probléme est dit chemin-consistant.

Pour certains problémes de CSP, la propagation des contraintes suffit pour résoudre
le probléme. C’est par exemple le cas pour les problémes d’ordonnancement simple (avec
relaxation de la contrainte de ressource) modélisés en CSP. Plus k est grand, plus le

filtrage est efficace. Cependant, du fait du grand nombre de combinaisons a tester, cela
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reste souvent trop lourd. En général, méme la 3-consistance ajoute beaucoup de contraintes
au probléme, augmentant ainsi le nouveau réseau de contraintes. Pour plus de détails sur
ce sujet voir 72, 73].

Lorsque le domaine des variables est trés grand, il est souvent plus adéquat de propager
les contraintes suivant les bornes des variables, on parle alors de consistance de bornes ou
arc-B-consistance [53]. On s’assure que les bornes des domaines des variables sont arc-
consistantes pour la contrainte. Une variable x de domaine D(z) sera alors représentée
sous la forme d’'un intervalle D(x) = [x,T]| ou et T sont respectivement la plus petite et

la plus grande valeur de D(z).

Définition 1.7. Soit C; une contrainte sur k variables x1, ..., v, D(x;) = [z;,T;] le do-
maine de la variable x;. Cy est "arc-B-consistante"” si et seulement si pour toute variable
x; et pour toute valeur v; € {x;,T;}, il existe des valeurs vy, ..., Vi_1, Vit1, ..., Uk appar-
tenant respectivement aux domaines D(x1), ..., D(x;_1), D(xi11), ..., D(xy) telles que la

contrainte C; soit vérifiée lorsque Vj € {1,....,k}, x; = v,.

Dés lors qu'un algorithme de filtrage associé a une contrainte modifie le domaine d’une
variable, les conséquences de cette modification sont étudiées pour les autres contraintes
impliquant cette variable. Autrement dit, les algorithmes de filtrage des autres contraintes
sont appelés afin de déduire éventuellement d’autres suppressions. On dit alors qu’une
modification a été propagée. Ce mécanisme de propagation est répété jusqu’a ce que plus
aucune modification n’apparaisse, on dit qu'on a atteint le point fixe. L'idée sous-jacente
a ce mécanisme est d’essayer d’obtenir des déductions globales. En effet, on espére que
la conjonction des déductions obtenues pour chaque contrainte prise indépendamment
conduira & un enchainement des déductions. C’est-a-dire que cette conjonction est plus
forte que l'union des déductions obtenues indépendamment les unes des autres. Si on
note I' 'ensemble des algorithmes de filtrage et A I'ensemble des domaines courants des
variables, I’Algorithme 1 est un algorithme de propagation.

En revenant a ’exemple 1.1, la propagation de la contrainte Cy permet d’avoir D(z) =
{5} et une seconde propagation donne D(z) = {2} et D(y) = {3}. On dit alors que toutes

les variables sont instanciées.
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Algorithm 1: Propagation des contraintes jusqu’au point fixe
Entrées: I' ensemble des algorithmes de filtrage
Entrées: A ensemble des domaines courants des variables
Sorties: retourne le point fixe

1 répéter

2 Aolcl =A )
3 pour chaque (y € I') faire
4 A=9(A);

5 jusqu’a A = Ayyg ;

1.1.3 Recherche de solution

Pour des raisons de complexité, les conséquences des contraintes sur les domaines des
variables ne sont pas calculables en un temps limité. Il est donc nécessaire de développer
une recherche arborescente pour déterminer s’il existe ou non une affectation valide de
valeurs aux variables. Le principe commun a toutes les approches que nous allons étudier
est d’explorer méthodiquement ’ensemble des affectations possibles jusqu’a, soit trouver
une solution (quand le CSP est consistant), soit démontrer qu’il n’existe pas de solu-
tion (quand le CSP est inconsistant). Les heuristiques concernant 'ordre d’instantiation
des variables dépendent de I'application considérée et sont difficilement généralisables. En
revanche, il existe de nombreuses heuristiques d’ordre d’instantiation des variables qui per-
mettent bien souvent d’accélérer considérablement la recherche. L’idée générale consiste
a instancier en premier les variables les plus critiques, c’est-a-dire celles qui interviennent
dans beaucoup de contraintes et/ou ne peuvent prendre que trés peu de valeurs. L’ordre
d’instantiation des variables peut étre :

— statique, quand il est fixé avant de commencer la recherche. Par exemple, on peut
ordonner les variables en fonction du nombre de contraintes portant sur elles : 'idée
est d’instancier en premier les variables les plus contraintes, c¢’est-a-dire celles qui
participent au plus grand nombre de contraintes MostConstrained.

— dynamique, quand la prochaine variable & instancier est choisie dynamiquement &
chaque étape de la recherche. Par exemple, I’heuristique échec d’abord (MinDomaine
ou first-fail en anglais) consiste a choisir, a chaque étape, la variable dont le domaine
a le plus petit nombre de valeurs localement consistantes avec 1’affectation partielle

en cours. Cette heuristique est généralement couplée aux techniques de renforcement
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de la consistance locale (algorithme MLC pour Maintaining Local Consistency), qui
filtre les domaines des variables a chaque étape de la recherche pour ne garder que
les valeurs qui satisfont un certain niveau de consistance locale.
Les principales articulations de la PPC sont la définition du probléme, la propagation
des contraintes, la prise de décision et le retour en arriére. Ces sous-modules coopérent

pendant le processus de recherche d’une solution.

Définition du probléme' - < Prise de décision et retour en arriére — -

Contraintes initiales Nouvelles contraintes (Décision)

\J| Solution partiellel

Contraintes déduites contradictions détectées

. <—{ Propagation des contraintes |7 -

FIGURE 1.1 — Les modules d'un systéme de programmation par contraintes

Le comportement général d’un systéme de contraintes tel qu’il est proposé par Philippe
Baptiste dans [9] peut se résumer a la Figure 1.1. Notons que la définition du probléme,

la propagation des contraintes et la phase de prise de décision sont clairement séparés.
1. En premier lieu, le probléme est défini en termes de variables et de contraintes.

2. Puis, les algorithmes de propagation de ces contraintes sont spécifiés. Le probleme

courant est réduit aprés propagation des contraintes. A l'issue de cette réduction,

il est décidé si le nouveau probléme ainsi obtenu est résolu, réalisable ou peut étre

réalisable.

— Si le probléme est résolu alors on retourne la solution a I'utilisateur.

— Si le probléeme est réalisable alors on fait appel au module Prise de décision et
retour en arriére qui permet de prendre une décision modifiant le probléme courant
(On obtient ainsi une solution partielle du probléme). Puis, on retourne a l’étape
de propagation des contraintes sur le nouveau probléme.

— Si le probléme peut étre réalisable, on effectue un retour arriére (backtrack) sur
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I'une des décisions prise précédemment. Cette décision est alors défaite et une
autre alternative est prise. Si aucune décision n’avait été prise précédemment,
alors le probléme initial n’a pas de solution.
En pratique, 'utilisateur d'un systéme de contraintes peut soit utiliser des contraintes
prédéfinies, par exemple des contraintes sur des entiers ou sur des ensembles, soit

définir ses propres contraintes dont il pourra expliciter les méthodes de propagation.

3. Enfin, le mécanisme de prise de décision, c’est-a-dire la facon dont l'arbre de re-
cherche est construit, est défini. Il précise le type de décisions qui doivent étre prises
au fur et & mesure de la recherche (e.g., instancier une variable a une valeur, ordonner

une paire de téches).

Les algorithmes permettant de résoudre des CSPs sont appelés des solveurs de contraintes.
Certains de ces solveurs ont été intégrés dans des langages de programmation, définissant
ainsi un nouveau paradigme de programmation appelé programmation par contraintes
(PPC) : pour résoudre un CSP avec un langage de programmation par contraintes, il
suffit de spécifier les contraintes, leur résolution étant prise en charge automatiquement
(sans avoir besoin de le programmer) par les solveurs de contraintes intégrés au langage.
Nous renvoyons le lecteur a [3, 23, 63, 71, 28] pour une introduction plus poussée a la
PPC.

Il est possible de réutiliser des algorithmes de propagation d'une application a l'autre.
C’est I'une des raisons de ’engouement des industriels pour des outils de programmation
par contraintes, parfois au détriment d’autres techniques de résolution, comme la pro-
grammation linéaire qui, méme si elle se montre extrémement performante sur certains
problémes, nécessite souvent 1’élaboration de modéles complexes. Parmi les systémes de
contraintes (commerciaux ou de domaine public), citons ECLiPSe [26], ILOG CP Opti-
mizer [34], CHIP [18, 1], SICStus Prolog [68], Choco [19], Gecode [30], mistral [56] etc...

1.1.4 Optimisation

Lorsqu’il est question de déterminer une solution qui optimise un certain cotit, on
parle de Constraint Satisfaction Optimisation Problem (CSOP). Dans toute la suite, seul
le cas de minimisation est traité sans perte de généralité puisque maximiser z revient a

minimiser —z.
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Définition 1.8. Une instance P du CSOP est définie par la donnée d’un 4-uplet P =
(X,D,C,z) ou P = (X,D,C) est une instance de CSP et z une fonction objectif z :
D(z1) x D(x3) X ... x D(x,) — R définie par

min  z(a) si Sol(P') #

Zmin(P) = a€Sol(P)

00 sinon

Sol(P’) désigne l’ensemble des solutions du CSP P'.

Plusieurs méthodes ont été développées pour déterminer une solution du CSOP. Elles
sont basées sur les techniques de recherche d’une solution du CSP. Soit z* la solution
minimale de P = (X, D, C, z).

Une premiére approche consiste a résoudre une succession de problémes P’ = (X, D, ().
Si le probléme initial P’ n’a pas de solution, alors le probléme d’optimisation n’a pas de
solution sinon, tant que P’ posséde une solution X*, on ajoute la contrainte z(X) < z(X™)
a P'. La derniére solution trouvée est une solution optimale du probléme. Dans une re-
cherche arborescente, cela revient soit a repartir de la racine de ’arbre a chaque nouvelle
résolution, soit & modifier le probléme de décision en cours de recherche en ajoutant la
contrainte dés qu’une feuille est atteinte.

Une recherche par dichotomie peut étre aussi utilisée. On désigne par Pj; le probléme
P’ auquel on a ajouté la contrainte z(X) < H. Connaissant LB et UB respectivement
la borne inférieure et la borne supérieure de z*, on cherche dans l'intervalle |LB; UB| la
plus grande (resp. petite) valeur H rendant Pj; non réalisable (resp. réalisable). Si pour
une valeur de H, Pj; est non réalisable, alors U'intervalle est réduit en posant LB = H. Si
par contre P}, posséde une solution X*, I'intervalle est réduit en posant UB = z(X*). On
remarque que tout au long du processus, LB < z* < UB. Lorsque LB = U B, la solution
optimale est la derniére solution trouvée.

Une recherche itérative peut aussi étre adoptée suivant les valeurs croissantes ou dé-
croissantes de H. Avec une valeur initiale de H telle que H < z*, on itére suivant les
valeurs croissantes de H en résolvant le probléme Py, jusqu’a obtenir une solution. Cette
premiére solution est la solution optimale de P. Inversement, en commencant avec une
valeur initiale H > z*, on itére suivant les valeurs décroissantes de H en résolvant le

probléme Pj; jusqu’a ce que le probléme soit non réalisable. La derniére solution trouvée
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est la solution optimale du probléme.

1.2 Probléme d’ordonnancement

1.2.1 Généralités

L’ordonnancement est 1’allocation des ressources aux taches dans le temps. Plusieurs
typologies complétent cette définition trés générale |7, 21, 45]. Les problémes varient sui-
vant la nature des taches (préemptives ou non), des ressources (disjonctives, cumulatives,
renouvelables ou non), les contraintes portant sur les taches (contraintes de disponibilité,
contraintes de précédence) et les critéres a optimiser (fin du projet, retard, coit total). La
résolution d’un probléme d’ordonnancement consiste a placer dans le temps les activités
ou taches, compte tenu des contraintes temporelles (délais, contraintes d’enchainement,
...) et des contraintes portant sur l'utilisation et la disponibilité des ressources requises
par les taches. Nous distinguons ici les quatre dimensions de la classification considérées
dans [9].

— Dans un probléme d’ordonnancement non-préemptif, les taches sont exécutées sans
interruption de leur date de début a leur date de fin. Au contraire, dans un probléme
préemptif, les taches peuvent étre interrompues & tout instant pour laisser, par
exemple, s’exécuter des activités plus urgentes.

— Dans un probléme disjonctif, les ressources ne peuvent exécuter quune tache a la
fois. Dans un probléme cumulatif, une ressource peut exécuter plusieurs taches en
paralléle.

— Dans la plupart des cas, les contraintes de ressources doivent étre prises au sens
strict, (i.e., elles ne peuvent jamais étre violées). Dans certains problémes, lorsque
la ressource est surchargée, les contraintes de ressources peuvent étre prises dans un
sens plus large : un nombre limité de taches peuvent étre sous-traitées, pour rendre
la contrainte de ressource satisfiable. La ressource se caractérise alors par sa capacité
totale et par le nombre de taches qu’elle peut sous-traiter.

— Dans le « meilleur » des cas, le probléme consiste a déterminer un ordonnancement

réalisable, c’est a dire un ordonnancement qui respecte toutes les contraintes, mais
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le plus souvent, un critére doit étre optimisé. Bien que le makespan, i.e., la date de
fin de 'ordonnancement, soit le critére le plus fréquemment utilisé (ce qui d’ailleurs
ne correspond pas forcément a un critére d’une grande utilité concréte), d’autres
critéres peuvent étre considérés. Citons par exemple, le nombre de taches exécutées
dans un certain délai, le retard moyen ou pondéré, ou encore le pic d’utilisation
d’une ressource.

La théorie de 'ordonnancement est un champ de recherches trés large qui, tant d’un point

de vue pratique qu’appliqué, a donné lieu & un nombre important de publications. Nous

renvoyons le lecteur a |7, 21, 45| pour une introduction plus poussée a ce domaine.

1.2.2 Notations : le probléme d’ordonnancement cumulatif & une

ressource

Le probléme d’ordonnancement cumulatif & une ressource ou CuSP pour Constraint
Scheduling Problem [10] est défini par la donnée d’une ressource de capacité supérieure
a 1, un ensemble fini de taches avec durée d’exécution et la quantité de ressource requise
pour chaque téache. Il est question de déterminer la date d’exécution de chaque tache de
sorte que la contrainte de ressource soit satisfaite, i.e., & tout instant, la capacité de la

ressource reste inviolée. Formellement le probléme se définit de la maniére suivante :

Définition 1.9 (CuSP). Une instance du CuSP est définie par la donnée du 6-uplets
(C,T,r,d,p,c) ou

— C désigne la capacité de la ressource

— T lensemble des |T| = n tdches non interruptibles ;

—r; (1 €T) la date de début au plus tot de la tache i ;

—d; (i €T) la date de fin au plus tard de la tdche i ;

—pi (i €T) la durée d’exécution de la tache i;

— ¢ (i € T) la quantité de ressource requise par la tache i au cours de son exécution.
Une solution d’'un CuSP P = (C,T,r,d,p,c) est une affectation d’une date de début s; € Z

pour chaque tache i € T telle que

YVieTl: Ti§3i§5i+pi§di (11)
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time

FIGURE 1.2 — Profil d’une ressource de capacité 3 et attributs d’une tache.

VT Z ¢ < C. (1.2)

€T/ 8;<T<si+pi

Les contraintes des inégalités (1.1) assurent que les dates de début et de fin de chaque
tache sont réalisables alors que l'inégalité (1.2) assure que la contrainte de ressource est
satisfaite a tout instant. C’est sur les instances de CuSP que sont appliqués les algorithmes
de filtrage.

Dans toute la suite, chaque fois que I'on parlera du CuSP, on adoptera les notations
suivantes : L’énergie de la tache ¢ sera noté e; = ¢;p;. Nous étendons la notion de date
de début au plus tot, date de fin au plus tard et d’énergie des taches aux ensembles de
taches en posant pour tout ensemble non vide de taches (2

m:l;%iélrj, do :r%g{dj’ eQ:Zej.
jen
Cette notation peut étre étendue a I’ensemble vide en posant

rgp = +00, dy = —o0, ep = 0.

A Taide des attributs des téches, il est possible de définir d’autres caractéristiques des
taches & savoir :

— la date de fin au plus tot ect; = r; + p;

— la date de début au plus tard Ist; = d; — p;

Les conditions suivantes doivent étre satisfaites pour que le probléme soit réalisable :

¢ <C, 1 <lst; <d;, r; <ect; <d;.
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1.2.3 La contrainte temporelle

La contrainte temporelle est une contrainte qui lie le début ou la fin de deux téaches
par une relation linéaire. Par exemple, une contrainte de précédence entre ¢ et j notée
i < j pour signifier que la tache j ne peut commencer qu’apreés 'exécution compléte de la
tache 4, est représentée par I’équation linéaire s; + p; < s;. Cette contrainte est propagée

suivant la regle
i <j=r; >max(rj,ect;) Alst; < min(lst;, lst; — p;). (1.3)

L’application de cette régle jusqu’a ce qu’aucun ajustement supplémentaire ne soit pos-
sible est équivalente au calcul du plus long chemin dans le graphe de précédence [20)].
Quelques méthodes de propagation de la contrainte temporelle sont décrites dans [52]. [5]
propose un algorithme incrémental de chemin-consistance aux bornes pour la propagation

de contraintes temporelles.

1.2.4 La contrainte de ressource

Une contrainte de ressource spécifie qu’a chaque instant ¢, la capacité de la ressource
est supérieure ou égale a la somme, sur toutes les taches, des capacités requises a l'instant
t. Cette contrainte varie suivant la nature de la ressource. Ainsi, lorsque la ressource est
unaire, on utilise la contrainte globale unary ou disjunctive |74, 24]. Par contre, lorsque la

ressource est de capacité discréte, on utilise la contrainte globale cumulative |1, 66].

1.2.4.1 La contrainte globale unary ou disjunctive

La ressource étant de capacité unaire, deux téaches nécessitant cette ressource ne
peuvent pas s’exécuter en paralléle. Si deux téaches i et j doivent s’exécuter sur une
ressource disjonctive, alors on a s; +p; < s5;Vs;+p; < s;. Le propagateur de la contrainte

unary utilise plusieurs algorithmes de filtrage |74, 24, 10, 11, 16, 33|.

1.2.4.2 La contrainte globale cumulative

Initialement définie dans [1], la contrainte globale cumulative s’assure que pour un

ensemble T de taches et a chaque instant 7, la capacité de la ressource n’est pas excédée,
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i.e.,

VT Z CZSC

€T/ 8;<T<s;+Di

ou s; est la variable décisionnelle qui représente la date de début de la tache ¢ et appar-
tient a l'intervalle d’entiers [r;...Ist;]. Une explication du propagateur de cette contrainte
est donnée dans [66]. Le CuSP est un probléme NP-Complet [8]. Il n’existe donc pas d’al-
gorithme polynomial en temps implémentant la contrainte cumulative. Le propagateur de
la contrainte cumulative utilise des algorithmes de filtrage implémentant une relaxation

pouvant étre calculée en temps polynomial 10, 77, 75, 54, 40, 64, 42, 43|.

1.3 Algorithmes de filtrage existants

Il existe plusieurs algorithmes de filtrage pour la propagation de la contrainte de res-
sources. Ces algorithmes polynomiaux sont des relaxations de la contrainte cumulative.
Ils sont basés sur l'intégrité des intervalles encore appelée overload en anglais et connu

sous le nom de E-Réalisable [54] ou overload checking [76, 78|.

1.3.1 E-réalisabilité

Elle n’est pas une régle au sens strict du terme car elle ne permet pas de réduire
le domaine des variables. Il est évident que lorsque qu’une instance de CuSP admet un
ordonnancement alors, pour tout ensemble €2 de taches, son énergie est inférieure ou égale
au produit de la capacité de la ressource C par la longueur de la fenétre de temps dg — rq.

Cette contrainte redondante est donnée dans la Définition 1.10

Définition 1.10 (E-Reéalisable). Une instance de CuSP est E-Réalisable si V@ C T,
Q40

C(dQ - ’/’Q) Z €Q- (14)

Il est évident que si une instance de CuSP est Réalisable alors elle est E-Réalisable

mais la réciproque n’est pas toujours vraie. Si la condition (1.4) n’est pas satisfaite pour un

ensemble €2 de taches, alors I'instance de CuSP n’est pas réalisable et 1’échec est détecté.

Cela se traduit par la régle ci-dessous :

INCT, Q#0: (eq > C (dg — rq) = Echec)
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Il existe plusieurs algorithmes pour vérifier qu'une instance de CuSP est E-Reéalisable. On
montre dans [54] qu'une instance de CuSP est E-Réalisable lorsque tous ses intervalles de

taches satisfont la condition (1.4).

Définition 1.11 (Intervalle de taches). [16] Soit L,U € T deux tiches d’une instance de

CuSP (éventuellement identiques). L’intervalle de taches Q1 est l’ensemble de taches
QLU:{.]'GT ‘ ’/’LS’/’j/\ddeU} (15)

Il est proposé dans [60, 54| des algorithmes quadratiques pour tester qu’une ins-
tance de CuSP est E-Reéalisable. Tout récemment, des algorithmes efficaces de complexité
O(nlogn) ont été proposés pour tester quune instance de CuSP est E-Réalisable |76, 78].
I1 est possible de modifier cette régle afin de détecter des échecs et réduire les fenétres de
temps des taches.

Etant donné un ensemble de taches Q d'une instance E-Réalisable de CuSP et une
nouvelle tache i ¢ €, les nouvelles régles doivent déterminer la position de ¢ par rapport a
celle de €. La date de début au plus tot (resp. de fin au plus tard) courante de la tache i
est alors ajustée a une valeur supérieure (resp. inférieure). C’est par exemple le cas dans le
timetabling, I’edge-finding, ’extended edge-finding, le not-first /not-last, le timetable edge
finding, le raisonnement énergétique etc... Ces régles sont des relaxations de la contrainte
cumulative et peuvent étre réalisées en temps polynomial. Chaque régle élimine différents
types d’inconsistances. C’est pourquoi il est judicieux de combiner ces algorithmes de

filtrage afin d’obtenir le maximum de filtrage.

1.3.2 La contrainte timetabling [10, §]

Cette régle utilise la structure de données Timetable pour assurer la consistance des

bornes de la formule

VT Z ¢ < C. (1.6)

€T, 8;<1<8;+p;

En conservant les informations a chaque instant 7 sur l'utilisation des ressources et la
disponibilité de celles-ci, il est possible de propager la contrainte de ressource. C’est ainsi
que lorsqu’en un instant 7 donné, si la quantité de ressource disponible est inférieure a la

capacité d’une tache, alors cette tache ne peut pas étre ordonnancée a cet instant-la. Cet
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T{A,B_}IO da=3

0 2 4
dp=4

FIGURE 1.3 — Une instance de CuSP de 2 taches s’executant sur une ressource de capacité

3.

algorithme est généralement couplé avec 'edge-finding [10, 8, 33]. Cette régle n’a pas fait

I'objet de notre étude. Elle est illustrée dans I’'Exemple 1.3.

Exemple 1.3. Considérons l'instance de CuSP dans lequel deux (n = 2) tdches doivent
étre exécutées sur une ressource de capacité C' = 3. Les dates de début au plus tot, de fin
au plus tard et la durée d’exécution de chaque tiche sont données dans la Figure 1.5.
— Dans cette instance, la tdche A doit nécessairement étre exécutée dans l'intervalle
[1;2]. De ce fait, Uexzécution de la tache B ne peut commencer ni a linstant 0, ni
a 1. La date de début au plus tot de B est alors ajustée de 0 a 2. C’est la premiére
propagation.
— Apres cette propagation, la date de fin au plus tard de la tdche A est alors ajustée

de 3 a 2 car ne pouvant étre exécutée a cette date-la.

1.3.3 L’edge-finding

Probablement la régle de filtrage la plus utilisée en ordonnancement, la régle edge-
finding détermine pour une instance E-Réalisable de CuSP, la position d'une tache i par
rapport a un ensemble de taches {2 toutes devant étre exécutées sur une ressource de
capacité C. Plus précisément, elle détermine si une tache i peut ou non étre ordonnancée
avant ou aprés l'ensemble Q de taches (i ¢ Q) toutes nécessitant la méme ressource.

L’Exemple 1.4 illustre mieux cette régle.

Exemple 1.4. Considérons linstance de CuSP dans lequel siz (n = 6) tdaches doivent

étre exécutées sur une ressource de capacité C' = 3. Les dates de début au plus tot, de
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rp=0 ren=d  dpn=T dr=16

mECEEg |
A B |C
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FIGURE 1.4 — Une instance de CuSP de 6 taches devant étre exécutées sur une ressource

de capacité 3.

fin au plus tard, la durée d’exécution et le nombre de ressources requises par chaque tdche
sont donnés dans la Figure 1.4.
Quelle que soit la maniére avec laquelle on range les taches de U'ensemble Q) = {A, B,C, D, E'},
la tache F' ne précéde aucune tiche de §). Cette conclusion est tirée de la logique suivante :
quel que soit 'ordre donné auz taches de l’ensemble QU{ F'}, la tache F ne peut pas s’ache-
ver avant linstant t = 8 mais les taches de €2 s’achévent avant l'instant t = 8. Dans ce

cas on dit que la tiche F' finit aprés toutes les tdaches de €.

Soit 2 C T un ensemble de taches et i € T'\ © une tache toutes devant étre exécutées
sur une ressource de capacité C. Si on désigne par ectougiy (resp. Istougy) la date de fin

(resp. de début) au plus tot (resp. au plus tard) de I'ensemble QU {:} alors on a les régles :
ectougiy > do=—= Q<1 (1.7)

Istougiy < T = Q> 1 (1.8)

ou 2 << signifie que toutes les taches de (2 finissent avant la fin de la tache ¢ et 2> 7 toutes
les taches de 2 commencent aprés le début de la tache i. Malheureusement, le calcul de la
date de fin au plus t6t (resp. début au plus tard) d’un ensemble de taches est complexe.
C’est pour quoi, la régle edge-finding utilise une formulation plus simple pour déterminer
une borne inférieure (resp. supérieure) de la date de fin au plus tot (resp. début au plus
tard) d’un ensemble de taches noté Ectougy (resp. Lstougy). Cette notation est tirée de
[75, 76] et on a :

Ecto =1 + {%ﬂ (1.9)
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Lsta = dgo — %ﬂ . (1.10)

L’expression standard utilisée pour la régle d’edge-finding est donnée dans la définition

suivante.

Définition 1.12 (Régle de détection de I'Edge-finding cumulatif classique). Soit T' un

ensemble de taches d’une instance de CuSP de capacité C'.
eaugiy > C (dQ — Tﬂu{i}) — Q<1 (1.11)
eaugiy > C (daugy — 1) = Q> i (1.12)

Dans toute la suite, nous nous intéressons a la régle (1.11) qui permet d’ajuster la date
de début au plus tot des taches. Les résultats similaires peuvent étre établis sur la version
symétrique donnée par la régle (1.12)

Soit s = ($1,...,8,) avec n = |T'| un ordonnancement d’une instance de CuSP ou
s; désigne la date de début de la tache j. La condition equpy > C (dg — Tﬂu{i}) étant
satisfaite, on définit

ct(Q, s, ¢;) = min{t > ro : V' > t, > ¢; <C —c}. (1.13)

JEQAS; < <sj+p;

comme étant le plus petit instant aprés lequel dans I'ordonnancement s, au moins ¢; unité
de la ressource est disponible. Le minimum des ct(€2, s, ¢;) a travers tous les ordonnance-
ments possibles est la borne inférieure a laquelle la tache i doit étre ajustée. Le probléme
qui consiste a calculer cette borne inférieure de r; donnée par la relation (1.13) est NP-
difficile [60, 9]. Nuijten [60] propose une nouvelle borne inférieure qui peut étre calculé
de maniére efficace. Ainsi, lorsque la condition equgy > C (dg — Tﬂu{i}) est satisfaite, la
tache i doit étre ordonnancée aprés toutes les taches de €2 et sa date de début est alors
ajustée. Pour son ajustement on divise I’énergie de €2 en deux : I’énergie qui n’influence
pas l'ordonnancement de la tache i i.e. (C — ¢;)(dq — rq) et celle qui affecte I'ordonnan-
cement de la tache i i.e. rest (,¢;) = eq — (C' — ¢;) (dg — rq). Cette énergie est utilisée

pour ajuster la date de début au plus tét de la tache ¢ avec la formule

r > o + Prest @, cl-)-‘ | (1.14)

Ci
Lorsque la tache i est précédée par toutes les taches de €2 alors elle est précédée par toutes

les taches de tout sous ensemble © de Q ie. (R <i) = (VO C Q6 <i). On applique
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alors le méme raisonnement pour les sous ensembles de €2 cherchant ainsi ’ajustement
maximal avec

ri >re + [l'rest (O, cl)—‘ (1.15)

&

pour tout O : ) # O C Q vérifiant rest (0,¢;) > 0 avec
rest (0,¢;) =eg — (C —¢) (de — o).
Pour plus d’informations sur cette borne inférieure voir [60, 9.

Exemple 1.5. Considérons les données de l’instance de CuSP de la Figure 1.4. En ap-
pliquant la régle d’edge-finding pour i = F et Q = {A, B,C, D, E}, on obtient eq + ep =
18 4+7 = 25 alors que C(dg —rouqry) = 3 % (8 —=0) = 24. La tache F finit aprés toutes les
taches de ) i.e., apres Uinstant 8. En particulier les ensembles {A, B,C, D, E} et {B, E'}
précédent la tache F.

— Pour©® = {A, B,C, D, E}, l'ajustement obtenu est rp > 5 = rg+ [irest (O, cF)W =

1+ [14] car rest(©,cp) =18 —2x (8 —1) =4 > 0.

— Pour © = {B, E}, l'ajustement obtenu est rp > 6 = rg+ [ir@st (e, CF)—‘ =54 (1]

carrest(©,cp) =5—2x (7T—5)=1>0.

La Proposition 1.1 donne les conditions pour lesquelles toutes les taches de Q C T
finissent avant la fin de la tache ¢ € T'\ . Il s’agit des régles de détection d’edge-finding
telles que étudiées dans |75, 40|.

Proposition 1.1. Soit Q) C T un ensemble non vide de tiches d’une instance E-Réalisable

de CuSP et soit i ¢ Q une tache.

eQuii} > C (dQ — Tﬂu{i}) = 0<i (EF)

ri+p>do = Q<i (EF1)

Démonstration. Nous prouverons chaque item de la proposition.

— Supposons que toutes les taches sont ordonnancées et qu’il existe une tache de 2 qui
précede la tache . Posons ' = QU{i}. L’énergie consommeée par les taches de € est
eqr = equpiy qui est d’apres la relation equpy > C (dQ — Tﬂu{i}) supérieur a 1’énergie
diponible entre ror = roupiy et do = dg. Ce qui contredit le fait que 'instance soit

E-Reéalisable.
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T[=2 dI:10
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FIGURE 1.5 — Trois taches devant étre exécutées sur une ressource de capacité C' = 3.

— Supposons une fois de plus que toutes les taches sont ordonnancées et notons s =
(81, ..., Sn) ordonnacement ainsi obtenu. Comme 7;+p; est la date de fin au plus t6t
dela ache ¢, on a : s;4+p; > r;+p;. De plus, pour toute tache j € 2, ona:dg > s;+p;.
De T'inégalité r; + p; > dg il vient que pour toute tache j € Q, s, +p; > s; + p;.
Donc toutes les taches de 2 finissent avant la fin de la tache 7.

O

La régle (EF) est la version standard de la régle de détection de 'edge-finding [60, 9, 54]. La
régle (EF1) est I'équivalent des régles “Earliest Finishing time of First” et “Latest Starting
time of Last” (EFF/LSL) de [16] a été introduite par Vilim dans |75] augmentant ainsi le
pouvoir de détection de 'edge-finding et permettant a la nouvelle régle d’étre légérement
plus puissante par rapport a la version standard. Dans Exemple 1.6 tiré de [40], nous
illustrons le comportement de la régle (EF1) sur une instance de CuSP ou trois taches

doivent étre exécutées sur une ressource de capacité trois.

Exemple 1.6. Trois travailleurs identiques (ressource de capacité C' = 3) doivent exécuter
différentes taches T = {G, H, I} tel que l'illustre la Figure 1.5.

Il est claire que dans toute solution réalisable de cette instance de CuSP {G,H)} < I
car G <1 et H < 1. En effet, si la tiche G ne s’achéve pas avant la fin de la tdche I,
la contrainte de ressource sera violée car vy + py > dg et cq + cy = C. En appliquant la
régle d’edge-finding classique (EF) sur cette instance, la condition {G,H} < I n’est pas
détectée et l'ajustement de la date de début au plus tot de la tache I de 2 a 4 est manqué.

Cet ajustement est détecté par la régle (EF1).
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La Définition 1.13 donne la spécification d’'un algorithme complet d’edge-finding.

Définition 1.13. Un algorithme edge-finding recoit en entrée une instance E-Réalisable

de CuSP. Il produit en sortie un vecteur

(LB, ..., LB,)
ot
1
LB; = max | r;, max max re + {—'rest (@,ci)—‘
QCT CRa?; '
i ¢ rest(0,¢)>0
a (§2,4)
avec
a (9, (C (da — raugy) < eaugy) V (ri +pi > dq)
et

eo —(C—c)(do—r1e) si ©OF#0

0 sinon

rest (0,¢;) =

Encore connu sur le nom de sélection immeédiate [15] ou edge-finding [2], cet algorithme
est bien connu dans le cas des ressources disjonctives i.e ressource de capacité unaire
[15, 74, 60, 10, 33|. La version cumulative de cet algorithme de filtrage a été établie par
Nuijten [60]. Il propose pour cela un algorithme de complexité O(n?k) ou k est le nombre
de différentes consommations en ressource des taches et n le nombre de taches. Philippe
Baptiste [10] propose un algorithme de complexité O(n?). Mercier et Van Hentenryck [54]
montrent que les algorithmes de Nuijten et de Baptiste sont incomplets (manquent certains
ajustements). Ils proposent alors un algorithme complet a deux phases de complexité
O(n?k) en temps et O(nk) en espace. La premiére phase calcule les valeurs potentielles
d’ajustement alors que la seconde phase utilise la premiére pour détecter et ajuster les
fenétres de temps des taches. Tout récemment, cet algorithme a été amélioré de O(n?k) a
O(knlogn) par Vilim [75]. L’algorithme de Vilim est également & deux phases : detection

et ajustement ; cet algorithme effectue 1’ajustement maximal & la premiére itération.
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Dans cette thése, nous proposons un algorithme d’edge-finding de complexité O(n?)
en temps et linéaire en espace. Ce nouvel algorithme n’effectue pas nécessairement ’ajus-
tement maximal & la premiére itération, mais s’améliore aux itérations subséquentes. Il
atteint le méme point fixe que les autres algorithmes complets d’edge-finding. Les résultats
expérimentaux montrent que dans la pratique, notre algorithme est meilleur en temps sur

les instances PSPLib [49] et BL [8] de la littérature (conf. Chapitre 3, paragraphe 3.3).

1.3.4 L’extended edge-finding

C’est une extension de I'edge-finding qui permet de détecter de nouvelles situations.
Comme l'edge-finding, elle détermine si une tache ¢ peut ou non étre ordonnancée avant ou
aprés un ensemble €2 de taches (i ¢ Q) toutes devant étre exécutées sur la méme ressource.
Cette détection est suivie de I'ajustement des fenétres de temps de la tache i. Plusieurs
auteurs se sont intéressés et plusieurs algorithmes ont été proposés pour cette régle.

A notre connaissance, Nuijten [60] fut le tout premier auteur & proposer un algorithme
de complexité O (kn?) en temps ot k& < n désigne le nombre de différentes demandes en
consommation des taches sur la ressource. Cet algorithme a été amélioré en 2008 par
Mercier et Van Hentenryck [54] de O (kn®) a O (kn?) en temps. Comme pour l'edge-
finding, ils proposent un algorithme de deux phases : pré-calcul et détection.

Soit £2 C T un ensemble de taches et i € T'\ 2 une tache vérifiant r; < rq < r;+p;. Ces
nouvelles conditions sont intéressantes car aucune tache de €2 ne peut étre ordonnancée

dans l'intervalle [r;, rq]. Sous ces conditions, Nuijten [60] montre que si
(C(dg —rq) < eq+ci(ri+p; —1q))

alors dans tout ordonnancement réalisable, les taches de €2 finissent avant la fin de la
tache i i.e., Q <i. De méme, si d; — p; < dg < d; et eq + ¢i(dq — d; + p;) > C (dg — 1q)
alors toutes les taches de €2 commencent aprés le début de la tache i ie., 2 > 4. La
Proposition 1.2 donne la condition pour laquelle toutes les taches de €) finissent avant la

fin ou commencent aprés le début de la tache i.

Proposition 1.2. Soient Q) un ensemble de tiches d’une instance E-réalisable de CuSP

et i une tache telle que i ¢ .
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(ri <ra<ri+p) N (eq+ci(ri+pi—rq)>C(dg—rq)) = Q <y (EEF)

(dl —pi < dg < dl) N (€Q + Cl(dQ —d; —l—pi) > C (dQ — TQ)) — Q0> 1. (reVEEF)

Démonstration. La preuve de I'item 2. de la Proposition 1.2 est identique a celle du 1. Nous
ne prouverons que le 1. Par ’absurde, supposons que toutes les taches sont ordonnancées
et qu’il existe une tache de Q2 qui finit apreés la fin de la tache 7. L’énergie consommée entre
ro et dg est eq+c;(ri+p; —rq) qui est, d’aprés la relation eq+c¢;(r;+p;—rq) > C (dg — rq),

supérieure a 'énergie disponible C (dg — rq). Ce qui conduit a une contradiction. U

Dans toute la suite, nous nous intéressons a la premiére régle qui permet d’ajuster les
dates de début au plus tot des taches. Pour ce qui est de 'ajustement des dates de fin au
plus tard, une version symétrique de l'algorithme effectue cette autre tache.

Comme pour 'edge-finding, lorsqu’il existe une tache 7 et un ensemble de taches 2 C
T\ {i} vérifiant les conditions (r; < rq <r;+p;) et (eq + ¢;(r; + pi —rq) > C (dg —1q))
alors la tache i doit étre ordonnancée apreés toutes les taches de 2 et sa date de début est
alors ajustée a

ri >re + [l'rest (O, cl)—‘ (1.16)

&

pour tout © : ) # © C Q vérifiant rest (0,¢;) > 0 avec
rest (0,¢;) =eg — (C —¢) (de —10) . (1.17)

Exemple 1.7. Considérons l’instance de la Figure 1.6 ou trois tiches doivent étre exé-
cutées sur une ressource de capacité 4.

Cette instance de CuSP est réalisable (comme Uillustre la Figure 1.6) donc E-réalisable.
De plus, en appliquant la régle d’extended edge-finding avec i = A et Q = {B,C}, on
obtientra =0<rq=1<5=ra+paeteqg+calra+pa—rq)=17T+1x(5-1)=21
alors que C(dg —rq) = 4 x (6 — 1) = 20. Dans tout ordonnancement possible de cette
instance de CuSP, la tiche A finit aprés toutes les taches de ) i.e., aprés l'instant 6. Pour
0 = Q = {B,C}, lajustement obtenu estra > 3 carrest(©,cy) = 17-3x(6—1) =2>0
et re + [ Lrest (@,CA)—‘ =1+ (ﬂ =3.

ca
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FIGURE 1.6 — Trois taches T' = {A, B, C'} s’exécutant sur une ressource de capacité C' = 4.

Soit  C T un ensemble de taches et i € T\  une tache. L’extended edge-finding

utilise la condition
B(Qi) e (C(dg—r1q) <eq+ci(ri+pi—r)) A(1ri <rg <ri+p)) (1.18)

pour détecter que la tache ¢ doit finir apres toutes les taches de €2. La proposition suivante

est utilisée dans [54] pour simplifier la définition de la condition 3(€2,1) liée a la régle.

Proposition 1.3. Soit QQ C T un ensemble de taches et i € T'\Q une tache d’une instance

E-Réalisable de CuSP.

, Ty ST
B i) &
eq +ci(ri + pi —rq) > C(da — o)

Démonstration. Soit 2 C T un ensemble de taches et ¢ € T'\  une tache d’une instance
E-Realisable de CuSP. Etant donné que la relation membre de gauche implique membre
de droite découle de la relation (1.18), il nous reste & montrer que le membre de droite
implique celui de gauche.

Sirg > r; + p; alors eq > eq + ¢;(r; + p; — rq). Par la suite, eq > C(dg — rq) ce qui

contredit le fait que l'instance soit E-Réalisable. U

La relaxation de la contrainte rq < r; + p; n’accroit pas la puissance de filtrage de la
régle d’extended edge-finding. Par contre, lorsque cette contrainte est ignorée, le nombre
d’intervalle de taches a considérer augmente, ce qui peut conduire a un algorithme erroné.

C’est par exemple le cas des secondes phases des algorithmes d’extended edge-finding
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proposés par Mercier et Van Hentenryck dans [54] comme nous allons le montrer plus
loin. La Définition 1.14 donne la spécification d’un algorithme complet d’extended edge-

finding.

Définition 1.14. Un algorithme d’extended edge-finding recoit en entrée une instance

E-Réalisable de CuSP. Il produit en sortie un vecteur

(LB, ..., LB,)
ol
1
LB; = max | r;, max max re + {—rest (0, cl)—‘
G
OCT 0CO
i ¢ rest(©,¢) >0
B (82, 1)
avec
B(,0) E (O (da —ra) < eq +ci(ri +p; — 10)) A (ri < 1o < 13+ 3)
et

co —(C—ci)(de —r1e) si ©#0

0 sinon

rest (0, ¢;) =

Elle a été proposée par Nuijten [60] dans un algorithme de complexité O(n®k). Mercier
et Van Hentenryck [54] proposent le tout premier algorithme de complexité O(n%k) en
temps et O(nk) en espace. C’est un algorithme a deux phases similaire a celui de I'edge-
finding qui effectue 'ajustement maximal & la premiére itération.

Nous montrons au Chapitre 2 que la seconde phase de 'algorithme proposé par Mercier
et Van Hentenryck [54] est incorrecte. Nous proposons alors un algorithme quadratique
similaire & celui de I’edge-finding qui n’effectue pas nécessairement 1’ajustement maximal
a la premiére itération, mais s’améliore aux itérations subséquentes. Il atteint le méme
point fixe que les autres algorithmes complets d’extended edge-finding. Au Chapitre 3,
les résultats expérimentaux montrent que dans la pratique, sur les instances PSPLib [49]

et BL [8] de la littérature, le nouvel algorithme réduit le nombre de nceuds de Iarbre
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de recherche pour une légére augmentation du temps d’exécution (conf. Chapitre 3, para-

graphe 3.4).

1.3.5 Le not-first /not-last

La régle de not-first/not-last est un pendant de la régle d’edge-finding qui déduit
qu'une tache i ne peut étre exécutée en premier (resp. en dernier) dans ’ensemble des
taches QU {i} toutes devant étre exécutées sur une méme ressource. Comme conséquence,
l'ajustement de r; (resp. d;) correspond & la plus petite date de fin au plus tot (resp. a la

plus grande date de début au plus tard) de €.

Définition 1.15. Soit Q2 C T un ensemble de taches d’une instance E-réalisable de CuSP.
La date de fin au plus tot de la tache v € T est définie comme étant ect; == r; + p;. La
plus petite date de fin au plus tot de l’ensemble de tiches ) est définie comme étant
ECTg = min ect; si Q#0 et ECTy := +o0.
j€
Une définition similaire est donnée pour la date de début au plus tard d’une tache et

d’un ensemble de taches.

Définition 1.16. Soit 2 C T un ensemble de tdches d’une instance E-réalisable de CuSP.
La date de début au plus tard de la tache i € T est définie comme étant lst; == d; — p;. La

plus grande date de début au plus tard de ’ensemble de tdches ) est définie comme étant

LSTq = maéclstj si Q# 0 et LSTy := —oo0.
je

La Proposition 1.4 présente la régle de not-first /not-last telle qu’elle est étudiée dans
la littérature. Dans [64], par exemple, cette régle a plusieurs améliorations accroissant

ainsi sa puissance.

Proposition 1.4. [6/] Soit Q un ensemble de tdaches et i ¢ ) une tache.
ri < ECTqo N eq + ¢; (min (ect;, dg) — rq) > C (dg — rq) = r; > ECTq (NF)

LSTo < d; Neq + ¢; (dg — max (Ist;, rq)) > C (dg —rq) = d; < LSTq (NL)

La régle (NF) est appelée not-first. Elle consiste & ajuster la date de début au plus tot
de toute tache ¢ qui ne peut pas étre premiére dans ’exécution des taches de I’ensemble

QU {i}. Un algorithme de not-first est une procédure qui effectue toutes ces déductions.
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FIGURE 1.7 — Une instance de CuSP de quatre taches devant étre exécutées sur une

ressource de capacité C' = 3.

De maniére similaire, la régle (NL) est appelé not-last. Elle consiste a ajuster la date de
fin au plus tard de toute tache i qui ne peut pas étre derniére dans I’exécution des taches

de 'ensemble 2 U {i}. Nous ne considérons dans toute la suite que la régle de not-first.

Définition 1.17 (Algorithme complet de not-first). Un algorithme complet de not-first

recoit en entrée une instance E-Réalisable de CuSP. Il renvoie en sortie un vecteur

(LBy,...,LBy,)
ol
LB; = max (m, max ECTQ)
QCT\{i}v(Q,9)
et

V() ™ (r; < BCTo) A (eq + ¢; (min (ect, do) — rq) > C (do — 0))

Exemple 1.8. On consideére trois travailleurs identiques (ressource de capacité C' = 3)
qui doivent exécuter quatre taches T = {A, B,C,I}.

La condition de la régle de not-first est vérifiée pour la tiche 1 = I et les ensembles
de taches Q = {A} ou Q = {A, B,C}. Mais l'ajustement mazimal est obtenu en utilisant
la paire ({A},I). En effet, rj =1 < ECTq = ecta =5 et eq + ¢r(min(ecty, dg) — rq) =
341-(5—-4)=4>3=C(dg—rq). D'ou LBy =5.

Il est lui aussi déduit de sa version disjonctive bien étudiée [10, 74, 70|. La premiére
version de complexité O(n3k) fut proposée par Nuijten [60]. En 2005, Schutt et al [64]

montrent que cet algorithme est incorrect et incomplet. Ils proposent alors un algorithme
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complet de complexité O(n?log(n)) basé sur la structure de données des arbres binaires
équilibrés. Dans [10], Philippe Baptiste mentionne l'existence d’un algorithme de com-
plexité O(n?®) dans une communication privée de Nuijten. A notre connaissance, jusqu’a
présent un tel algorithme n’est pas encore publié.

Nous proposons dans [37] un algorithme itératif de not-first /not-last de complexité
O(n?) en temps. Cet algorithme fut par la suite amélior¢ de O(n?®) & O(n?logn) en uti-
lisant la structure de données O-tree [38, 42|. Un algorithme de méme complexité a été
proposéé par Schutt et Wolf [65]. Nous proposons également dans [39] un algorithme com-
plet de not-first /not-last améliorant ainsi la complexité du meilleur algorithme complet de
la littérature [64]. Au Chapitre 3 nous comparons notre algorithme complet [39] et la ver-
sion itérative [38] sur les instances PSPLib et BL [8]. Les résultats montrent que la version

itérative est plus rapide que la version compléte. (conf. Chapitre 3, paragraphe 3.5).

1.3.6 Le raisonnement énergétique

C’est une technique de propagation initialement amorcée par |27, 51| et approfondie
dans [9, 10]. Soit une tache i donnée et un intervalle de temps [¢1; t5], le travail minimal ou
I'énergie minimale consommée de ¢ sur l'intervalle [t1;ts] est le nombre noté Wy, (i, t1, to)
égal a :

Wan(i, t1,t2) = ¢; min(ts — t1, p; (t1), p; (t2))
ou

— pf (t;) = max(0, p;—max(0, ¢, —r;)) est le nombre d’unités de temps durant lesquelles

la tache i@ s’exécute aprés I'instant ¢; lorsqu’elle est ordonnancée le plus tot possible.

— p; (ta) = max(0,p; — maz(0,d; — t2)) est le nombre d’unités de temps durant leq-

suelles la tache ¢ s’exécute avant 'instant ¢y lorsqu’elle est ordonnancée le plus tard
possible.

L’énergie consommeée par toutes les taches T' s’exécutant sur cette ressource est
Wan(ti,t2) =Y Wan(ist1, 12).
ieT
La condition suffisante de consistance globale stipule que ’énergie fournie doit étre su-

périeure a l’énergie consommeée par l’ensemble des taches sur tout intervalle. Si cette
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condition n’est pas satisfaite, on aboutit a un échec. Mathématiquement, on écrit
(E'tl,tg; t1 < to, WSh(tl,tg) > O(tg — tl)) = FEchec (119)

Dans [9, 8|, les auteurs identifient 'ensemble O des intervalles qu’il est nécessaire et suf-
fisant de considérer pour tester la consistance globale. Un algorithme quadratique est
proposé pour établir les conditions nécessaires d’existence sur tous ces intervalles. Il a été
constaté expérimentalement que ces conditions nécessaires d’existence étaient particulie-
rement utiles dans le cas ot le probléme traité est fortement cumulatif [8]. Des techniques
d’ajustement des dates de début au plus tot et de fin au plus tard de complexité O(n?) sont
proposées a partir de ces conditions nécessaires d’existence. Plusieurs auteurs ont utilisé
avec succes le raisonnement énergétique pour résoudre les probléme d’ordonnancement,
on peut citer entre autre [58, 47, 32|

Nous proposons dans [36] un algorithme quadratique nouveau, né de I’hybridation
de l'edge-finding et du raisonnement énergétique. C’est un algorithme de filtrage a deux
phases dans lequel au cours de la premiére phase, on calcule les valeurs potentielles d’ajus-
tement et identifie les fenétres des intervalles correspondants suivant 1’edge-finding, la
seconde phase utilise ces résultats pour détecter en s’appuyant sur le raisonnement éner-
gétique. Cet algorithme est étendu a ’hybridation de ’edge-finding, extended edge-finding
et du raisonnement énergétique dans [44]. Ce nouvel algorithme de complexité O(n?) en

temps domine 'edge-finding et I'extended edge-finding.

1.3.7 Le timetable edge finding [77]

Si une tache ¢ vérifie d; — p; < r; + p;, alors cette tache doit nécessairement s’exécuter
dans Uintervalle [d; — p;;r; + p;]. Ainsi & chaque instant ¢ € [d; — p;; 7 + pi], ¢ unités
de ressources sont mobilisées. On note p!? = max(0,r; + p; — (d; — p;)) la partie fixe et
pPF = p; — pI'T la partie libre de la tache i. TP = {i,i € T, pPT > 0} désigne 1'ensemble
des téaches ayant une partie libre. On note T7'(t) la somme de toutes les consommations
qui chevauchent & 'instant t. Pour tout ensemble de taches Q C TFF, I’énergie consommée
entre rq et do est

et + ttAfter Est(Q) — ttAfter Let(9Q) (1.20)
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ol
ttAfterEst(Q) = > TT(t)
teN|t>rq
ttAfterLet(Q) = > TT(t)
teN|t>dq
et

EF E EF
€Q = pz X C;.

i€TEF

L’énergie restant (marge) dans U'intervalle [rq; dg] est donc
reserve(Q)) = O(dq — ro) — (e85 + ttAfter Est(Q) — ttAfter Let(S2))

La condition suffisante de consistance globale stipule que 1’énergie fournie doit étre supé-
rieure & 1'énergie consommeée par I'ensemble des taches pour tout ensemble  C T, Si

cette condition n’est pas satisfaite, on aboutit & un échec. Mathématiquement, on écrit
(3Q C TP, reserve() < 0) = Echec (1.21)

La régle de timetable edge finding est : VQ C TFF et Vi € TEF \ Q si

reserve(f)) < add(rq, dq, 1) (1.22)
avec

pFr x ¢ si rq <riArp+pFt <dg

ci(dg —r;) si rq <riAdg <r;+ pFt

add(m, dQ, Z) =
ci(n +piEF — m) st T, <rAT; —I—pfF < dg

\ ¢i(dg —rq) si r; <roAdo <1+ pEt

alors la date de début au plus tot de la tache i est ajustée a

(1.23)

r; := dgo — mandatorylIn(rq,do,i) — {MJ

C;

avec mandatoryIn(rq, dg,i) = max(0, min(dg, r; + p;) — max(rq,d; — p;)).

Exemple 1.9. Considérons l'instance de CuSP de la Figure 1.8 ot 5 taches doivent s’exé-
cuter sur une ressource de capacité 3. On a T*Y = {B,C, D, A} et pour Q = {B,C, D}

on a reserve(§)) =1 alors que add(rq, do, A) = 2. Donc reserve() < add(rq,dg, A) par

conséquent la date de début au plus tot de la tiche A est ajustée ara =6 —0—1=05.
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T'{BCD} =3 r E=D dp=T

D

A
0 - 3 6 9 =
ra=l1 dpcpy=6 d,=10

FIGURE 1.8 — Cinq taches & ordonnancer sur une ressource de capacité C' = 3.

Le timetable edge finding est une nouvelle régle de propagation de la contrainte de
ressource basée sur la structure de données appelée timetable [77]. I1 est proposé¢ dans [77]
un algorithme quadratique qui n’effectue pas nécessairement tous les ajustements a la
premiére itération, mais s’améliore aux itérations suivantes. Il est prouvé dans cet article
que cette régle est plus efficace que la conjonction de 'edge-finding et son extension et
peut étre améliorée en incorporant certaines idées du not-first/not-last et du raisonne-
ment énergétique. L’Exemple 1.9 est trés intéressant. En effet, sur l'instance de CuSP de
cet exemple, aucune des régles edge-finding, extended edge-finding et not-first/not-last
n’ajuste la fenétre de temps de la tache A.

Nous démontrons au Chapitre 2 de cette thése que la régle du timetable edge finding
ne domine ni I’edge-finding, ni 'extended edge-finding. Ces résultats contredisent alors les
résultats annoncés par Vilim dans [77).

Il existe plusieurs autres algorithmes de propagation de la contrainte de ressources
tels que les coupes de Benders [33], I'énergie de précédence et le balance constraint [50].
Les algorithmes de propagation des contraintes de ressource est un champ de recherches
trés large qui, tant d’un point de vue pratique qu’appliqué, a donné lieu a un nombre
important de publications. Nous renvoyons le lecteur a [17, 10, 33, 50, 63, 14| pour une

introduction plus poussée a ce domaine.



CHAPITRE DEUXIEME

L’EDGE-FINDING, L’EXTENDED
EDGE-FINDING ET LE

NOT-FIRST/NOT-LAST CUMULATIF

L’edge-finding est I'une des techniques de propagation de la contrainte de ressource
la plus utilisée lors de la résolution des problémes d’ordonnancement. Elle a été utilisée
pour la premiére fois pour la résolution des problémes d’ordonnancement disjonctifs (cas
ou la ressource est unaire i.e., C' = 1) dans [15]. En effet, il existe dans ce cas des al-
gorithmes d’edge-finding efficicaces de complexité O(nlogn) [74]. Dans ce chapitre, nous
nous intéressons au cas cumulatif qui est plus complexe car une tache peut nécessiter
plus d’une unité de ressource pour son exécution. Nous proposons un nouvel algorithme
d’edge-finding de complexité O(n?). Notre algorithme n’effectue pas nécessairement I'ajus-
tement maximal a la premiére itération, mais elle s’améliore aux itérations subséquentes.
Nous montrons que la seconde phase de l'algorithme d’extended edge-finding proposée
par Mercier et Van Hentenryck [54] est incorrecte et nous proposons un nouvel algorithme
de complexité O (n?) similaire & celui de I'edge-finding de ce chapitre. Cet algorithme est
itératif car n’effectue pas nécessairement l’ajustement maximal a la premiére itération,
mais s’améliore aux itérations subséquentes. Au point fixe de I'edge-finding, le nouvel
algorithme d’extended edge-finding effectue toujours un ajustement lorsque celui-ci est
justifié par la régle. La combinaison notre précédent algorithme d’edge-finding & ce nouvel
algorithme d’extended edge-finding effectue les méme ajustements que la conjonction des
régles edge-finding et extended edge-finding. Nous proposons également dans ce chapitre
deux algorithmes pour la régle not-first /not-last. Le premier complet est de complexité

38
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O(n?|H|logn) en temps ou |H| désigne le nombre de dates de fin au plus tot différentes
des taches. Cet algorithme améliore ainsi la complexité de ’algorithme de complexité
O(n?®logn) proposé¢ par Schutt et al [64]. Le second algorithme, de complexité O(n? logn),
est incomplet a la premiére itération, mais s’améliore aux itérations subséquentes pour

atteindre le méme point fixe que les algorithmes de la littérature [64, 37, 65, 39|.

2.1 L’edge-finding

2.1.1 Propriétés de dominance de la régle d’edge-finding

Il est clair que pour I'ajustement d’une tache 7, un algorithme d’edge-finding ne peut
pas considérer tous les ensembles de taches @ C Q C T'. Les propriétés de dominance
sont donc utilisées pour caractériser et réduire les paires (€2, ©) qui doivent étre considé-
rées a cet effet. On démontre dans [54] qu'un algorithme d’edge-finding pour lequel les
ensembles de taches 2 C T et © C () sont des intervalles de taches peut étre complet.
Nous dirons que I'application de la régle d’edge-finding sur la téche i et la paire (€2, ©)
permet de réduire la date de début au plus tot d’une tache i si Q < i, rest (©,¢;) > 0
et ro + C%_rest (0, ¢;) > r;. Les Propositions 2.1 et 2.2 résument les principales propriétés
de dominance des régles (EF) et (EF1) respectivement. Certaines de ces propriétés sont

disponibles dans [54, 60].

Proposition 2.1. [5}] Soit i € T une tdache d’une instance E-Réalisable de CuSP, Q) C
T\{i} et © C Q deux ensembles de taches. Si Uapplication de la régle d’edge-finding (EF)
sur la tache i et la paire (2, 0) permet d’augmenter la date de début au plus tot de la

tache i alors
(i) il existe quatre taches L, U, I, u telles que rp, <1 < d, < dy < d; ANrp <r; el
(i1) la régle d’edge-finding (EF) appliquée a la tache i et la paire (g1, $.,) permet
d’effectuer un meilleur ajustement de la date de début au plus tot de la tdche i.

Les propriétés de dominance suivantes permettent de choisir les ensembles €2 et © pour

la regle (EF1).
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Proposition 2.2. Soiti € T' une tdache d’une instance E-Réalisable de CuSP, 2 C T'\{i}
et © C Q deux ensembles de taches. Si l'application de la régle d’edge-finding (EF1) sur
la tache i et la paire (Q, ©) permet d’augmenter la date de début au plus tot de la tache i

alors
(i) il existe quatre taches L, U, 1, u telles que rp, <1, <d, <dy <d; Nrp, <r; et

(i1) la régle d’edge-finding (EF1) appliquée a la tache i et la paire (2, Op.) permet

d’effectuer un meilleur ajustement de la date de début au plus tot de la tdche i.

Démonstration. Les ensembles 2 et © sont non vides car © C et rest(0, ¢;) > 0. Ainsi,
il existe quatre taches L € Q, U € Q, [ € ©, u € © vérifiant r;, = rq, dy = dg, 1, = re €t
d, = dg (81l existe plusieurs taches ayant cette propriété, choisir arbitrairement). Nous
avons r, < 1 < d, < dy car © C Q et © # (. Par contradiction, si d; < dqg alors
ri +p; = d; car r; + p; < d; et r; + p; > dg. Ainsi, la tache ¢ est déja ordonnancée
et aucune régle de propagation ne peut permettre de réduire la fenétre de temps de la
tache 7. Ceci contredit le fait que la régle (EF1) appliquée a la tache i et la paire (€2, ©)
permet d’ajuster la date de début au plus tot d'une tache ¢. L’inclusion © C €, implique
rest(Opy, c;) > 0 (car rest(©, ¢;) > 0) et 7+ C%_rest (Oru, i) > 7‘@+c%7’est (0, ¢;). Dong, la
régle d’edge-finding (EF1) appliquée a la tache i et la paire (21, 17, ©;,,) permet d’effectuer

un meilleur ajustement de la date de début au plus tot de la tache i. 0

2.1.2 Nouvel algorithme d’edge-finding

Dans ce paragraphe, nous présentons un nouvel algorithme quadratique d’edge-finding
qui n’effectue pas nécessairement ’ajustement maximal & la premiére itération, mais
s’améliore aux itérations subséquentes. Il atteint le méme point fixe que les autres al-
gorithmes d’edge-finding [75, 54].

Nous commengons par considérer 1’algorithme d’edge-finding de complexité O(n?) pro-
posé dans [9]. Dans cet algorithme, les ensembles de taches €2 et © utilisés dans la Défini-
tion 1.13 pour détecter et ajuster la fenétre de temps d’une tache sont localisés a travers
I'intervalle de taches de marge minimale. La marge d'un ensemble de taches est donnée

par la définition suivante.
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Définition 2.1. Soit Q2 un ensemble de tdches d’une instance E-réalisable de CuSP. La

marge (en anglais slack) d’un ensemble de taches 2, notée SLq, est définie par :
SLQ :C(dQ—’/’Q) — €Q- (21)

Définition 2.2. Soient ¢ et U deux tdches d’une instance E-Réalisable de CuSP. On dit
que la tache T(U, i) avec rrw, < r; définit la borne inférieure de l'intervalle de taches de
marge minimale (en anglais minimum slack) si pour toute tache L € T telle que rp <r;

on a .
Cldy — TT(UJ')) QU <C(dy —rr) — €QLu (2.2)

Comme l'algorithme d’edge-finding proposé par Baptiste [9], pour une tache i don-
née, algorithme détecte la relation (2 < ¢ en vérifiant la condition SLg < e; pour tout
Q= Qv tel que dy < d; et -y < r;. Mieux encore, si I'intervalle de taches O,
responsable de 'ajustement maximal de r; vérifie r; < r;, alors ©;, est l'intervalle de
taches de marge minimale. C’est par exemple le cas pour 'instance de la Figure 1.5. Au
lieu de déterminer r;, notre nouvel algorithme calcule la valeur potentielle d’ajustement de
r; en utilisant rest(€2, ¢;). Par contre, si I'intervalle de taches ©,, vérifie r; < ry, alors I'in-
tervalle ©;, n’est pas nécessairement l'intervalle de marge minimale. C’est par exemple le
cas pour l'instance de la Figure 1.4. Pour ce cas, nous avons introduit la notion de densité

d’intervalle.

Définition 2.3. Soit © un ensemble de tdches d’une instance E-Réalisable de CuSP. La

densité de l’ensemble de taches ©, noté Densg, est définie par :

€o

E—— 2.
p— (2.3)

Densg =

Définition 2.4. Soient i et u deux tiches d’une instance E-Réalisable de CuSP. On dit
que la tache p(u,i) avec r; < 1) définit la borne inférieure de l'intervalle de taches de

densité mazimale si pour toute tache | € T telle que r; < r; on a :

e®l,u < e®p(u,i),u

(2.4)

dy—11 = dy — T p(uyi) .
Si l'intervalle de taches ©;, responsable de I'ajustement maximal de r; vérifie r; < 1y,
alors ©;, est 'intervalle de taches de densité maximale. Une nouvelle valeur potentielle

d’ajustement de r; est alors calculée en utilisant rest(©, ¢;) avec © = © (4. pour toute
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tache u € T vérifiant d, < dy < d; et r; < ryu,). L'intervalle de taches de densité
maximale est calculé suivant la Définition 2.4 et est utilisé pour le calcul de la seconde
valeur potentielle d’ajustement. Au départ de ’algorithme, nous n’avons pas I'information
selon laquelle r; < r; ou non C’est pourquoi les intervalles de taches de marge minimale et
de densité maximale sont des bons candidats pour localiser et effectuer le bon ajustement.
Pour chaque tache i, les deux valeurs potentielles d’ajustement sont calculées et le meilleur
ajustement est alors appliqué.

Considérons I'instance de CuSP de la Figure 1.4. Avec Q = {A, B,C,D,E} et i = F,
la régle (EF) détecte la condition §2 < i. Cependant, les algorithmes de [60, 9] manquent
I’ajustement de rp car pour tout © C €2 nous avons rg > rr. Le nouvel algorithme ajuste
rr en utilisant I'intervalle de taches de densité maximale O, ). Pour v € {A,C, D},
I'intervalle de taches de densité maximale est ©4 p = {A, B,C, D, E} qui a une densité
de 18/7 ~ 2.6. En utilisant (1.15) avec © = O 4 p, la date de début au plus tot de la
tache F' est ajustée a rp > 5. Cependant, pour u € {B, E}, I'intervalle de taches de
densité maximale est Op p = {B, £} qui a pour densité 5/2 = 2.5. En utilisant (1.15)
avec © = Op g la date de début au plus tot de la tache I est ajustée a rp > 6 qui est le
meilleur ajustement possible.

Pour toute tache ¢ € T, I’Algorithme 2 réalise ces ajustements avec une complexité de
O(n?) en temps. En effet :

— La boucle externe (ligne 3) parcourt 'ensemble 7' des téaches triées dans 'ordre
croissant des dates de fin au plus tard et pour chaque tache U € T, sélectionne la
borne supérieure des intervalles de taches.

— La boucle interne (ligne 5) par contre itére suivant ’ensemble 7" triées dans 'ordre
décroissant des dates de début au plus tot et sélectionne la tache i € T', borne infé-
rieure des intervalles de taches. Si d; < dy, alors I’énergie et la densité de 'intervalle
(), sont calculées. L’énergie est sauvegardée et la densité est comparée a celle de
Qpw,iu- Si la nouvelle densité est la plus grande, p(U,4) devient L. Si d; > dy,
alors la premiére valeur potentielle d’ajustement Dupd; de la date de début au plus
tot de la tache i est calculée avec la tache courante p(U, ). Cette valeur potentielle
d’ajustement n’est sauvegardée que si elle est supérieure aux précédentes valeurs

d’ajustement de ¢ obtenues avec les précédentes densités maximales.
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— La seconde boucle interne (ligne 16) itére suivant ’ensemble 7" des taches triées
dans 'ordre croissant des dates de début au plus tot et sélectionne une tache i € T'.
L’énergie de 'intervalle €2; ;; déja calculée dans la premiére boucle interne est utilisée
pour calculer sa marge. Si cette marge est inférieure a celle de €2, 7, alors la tache
7(U, 1) devient i. Si d; > dy, alors la seconde valeur potentielle d’ajustement de la
date de début au plus tot de la tache i est calculée avec la tache courante 7U, .
Cette valeur n’est sauvegardée que lorsqu’elle est supérieure aux valeurs potentielles
d’ajustement déja calculée avec les intervalles de taches de marge minimale. La
deuxiéme partie nous permet de connaitre la date a laquelle la tache ¢ doit étre
ajustée. On vérifie aussi si les conditions des régles (EF) ou (EF1) sont satisfaites.
Si tel est le cas, alors la date de début au plus tot de la tache i est ajustée suivant
les valeurs pré-calculées a cet effet.

— A l'itération suivante des boucles internes, les taches 7(U, i) et p(U, i) sont réinitia-
lisées.

Afin de montrer que I’Algorithme 2 est correct, prouvons tout d’abord les propriétés de

ses boucles internes.

Proposition 2.3. Pour toute tache 1 donnée, I’Algorithme 2 calcule la valeur potentielle
d’ajustement Dupd; de la tdache v basée sur ["intervalle de taches de densité mazximale telle

que :

1
Dupd; = max o (Tp(U,i) + {rest(@p(w)p, i) - C——D (2.5)
>

U dy<d; Arest(© (ur.4).17 ¢ i
Démonstration. Soit ¢ € T une tache. Chaque choix d'une tache U € T dans la boucle
externe (ligne 3) commence avec les valeurs r, = —oo et mazEnergy = 0. La boucle
interne de la ligne 5 itére a travers l'ensemble des taches ¢/ € T (T tri¢ dans lordre
décroissant des dates de début au plus tot). Pour chaque tache i' € T telle que ry > 1y,
st dy < dy, alors i’ € Oy, et ey est ajouté a Energy (ligne 7). Dot Energy = €o, ,
chaque itération. La condition de la ligne 8 assure que 1, et marEnergy = eg,,, sont a
jour et reflétent la tache p(U, i) pour U'intervalle de taches courant O, . Par conséquent,
a la "™ itération de la boucle interne, si d; > dy alors la ligne 11 calcule rest(i, U) =
rest(© ,u,i),u, ¢;) et sa valeur potentielle de mise a jour 7,4+ [rest(i, U) - 6%1 si rest(i,U) > 0,

et —oo sinon. A la ligne 13, Dupd; est mise a jour seulement si r, + [rest(i,U) - 1] est
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Algorithm 2: Algorithme d’edge-finding de complexité O(n?) en temps

Entrées: T, T’ et T" trois vecteurs de taches

Sorties: La borne inférieure LB, de la date de début au plus t6t de chaque téache i
1 pour i € T faire
2 LB!:=r;, Dupd;:= —o0, SLupd;:= —oc;
3 pour U € T trié dans l'ordre croissant des dates de fin au plus tét faire

4 Energy :=0, maxEnergy =0, r,:=—00;
5 pour i € T" trié dans l'ordre décroissant des dates de début au plus tot faire
6 si d; < dy alors

7 Energy := Energy + e;;

. i (Luerau > masPrera ) glors

9 mazxEnergy := Energy, r,:=1;;
10 sinon

11 rest := mazEnergy — (C — ¢;)(dy —1,);
12 si (rest > 0) alors

13 Dupd; := max(Dupd,;, r,+ [%ﬂ),
14 E; = Energy ;

15 minSL := 400, r, = dy ;

16 pour i € T" trié dans l’ordre croissant des dates de début au plus tot faire
17 si (C(dy — ;) — E; <minSL) alors

18 r,=r; minSL:=C(dy—r;)— E;;
19 si (d; > dy) alors

20 rest’ .= ¢;(dy — r;) — minSL ;

21 si (r, < dy Arest’ > 0) alors

22 S Lupd; := max(S Lupd;, r. + [%Stl}),
23 si (r; +p; > dy VminSL — e; < 0) alors
24 LB} := max(LB., Dupd;, S Lupd;);

25 pour i € T faire

26 r; .= LB

supérieur a la valeur courante de Dupd;. Et comme la boucle externe sélectionne les taches

U dans l'ordre croissant des dy, nous avons :

1
Dupd; = max r rest(s, U) - —| . 2.6
p U: dy <d;Arest(3,U)>0 r + [ t( ) CZ‘—I ( )
Par conséquent (2.5) est vérifiée et la proposition est correcte. 0]

Proposition 2.4. Pour chaque tiche i, I’Algorithme 2 calcule la valeur potentielle d’ajus-

tement S Lupd; de la tdche v basée sur l'intervalle de tiche de marge minimale telle que :

1
SLupd; = max o (TT(U@ + [rest(QT(Uﬂ-)’U, ) - ——D ) (2.7)
>

U: dU<di/\r651(Qr(U,i),Uyci i
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Démonstration. Soit ¢ € T une tache. Chaque choix de la tache U dans la boucle externe
(line 3) commence avec les valeurs r, = dy et minSL = 400 (line 15). La boucle interne
a la ligne 16 itére a travers l'ensemble de taches ¢ € T (T tri¢ dans 'ordre croissant des
dates de début au plus tot). Pour chaque tache ¢/ € T, eq, , a déja été calculée dans
la premiére boucle interne et sauvegardée dans la variable E; (ligne 14). Cet énergie est
utilisée pour calculer la marge de l'intervalle de taches € ;. Si S LQil’U < minSL, alors
les mises a jours r. = 1y et minSL = C(dy — ry) — eq, , sont effectuées pour refléter
7(U,4) de l'intervalle de taches courant Q). A la i'eme ijtération, si d; > dy, alors
la ligne 20 calcule rest'(i,U) = rest(O- v, ¢;) et sa valeur potentielle de mise & jour
r.+ [rest(i,U) - c%} si rest’(i,U) > 0, et —oo sinon. A la ligne 22, SLupd; est mise & jour
1

seulement si 7 + [rest (i, U) - —-] est supérieur & la valeur courante de SLupd;. Comme la

boucle externe sélectionne les taches U dans 'ordre croissant des dy nous avons :
U

1

S Lupd; = max re+ [rest(s,U) - —] . (2.8)
U: dy <d;Arr<dyArest (:,U)>0 Ci
Par conséquent (2.7) est vérifiée et la proposition est correcte. O

Nous pouvons maintenant montrer que la condition de la régle (EF) peut étre détectée

en utilisant 'intervalle de taches de marge minimale.

Théoréme 2.1. Pour une tiche i € T donnée et pour un ensemble de taches Q@ C T\ {i},

equiiy > Clda — raugy) V i+ pi = da (2.9)
si et seulement si

e; > C (dU - TT(U,i)) Vr,+p > dy (210)

e v

pour une tache U € T wvérifiant dy < d;, et 7(U,1) tel qu’il est spécifié dans la Défini-
tion 2.2.

Démonstration. Soit i € T' une tache donnée.

Il est évident que la condition de la régle (EF1) peut étre détectée avec la condition
r; + p; > dy pour toute tache U € T vérifiant d; > dg. Dans la suite de la preuve,
nous nous intéressons uniquement a la condition de la régle (EF). Nous commengons par
démontrer que (2.9) implique (2.10). Supposons qu’il existe un ensemble Q C 7'\ {i} de

taches vérifiant C(dq — raupy) < eq + e;. Avec la régle (EF) on peut déduire la relation
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(2 <i. D’apres la Proposition 2.1, il existe un intervalle de taches Q2 y <1, tel que d; > di

et rp, < r;. D’aprés la Définition 2.2 nous avons
Cldy —rrws) — € aw = C(dy — L) — eqp - (2.11)
En ajoutant e; a chaque membre des inequations (2.11) et en utilisant le fait que
C(dy —rr) < eq,, + e, (2.12)

il s’en suit que

C (dU - TT(Uvi)) < eQ‘r(U,i),U + ei' (213>

Maintenant, il reste & montrer que (2.10) implique (2.9). Soit U € T une tache vérifiant
dy < d; et 7(U,i) € T une tache vérifiant (2.10). Par définition d’intervalle de taches, la

condition d; > dy implique i ¢ Q. (y;)v. Comme 7,3 < 75, nous avons

Q.U te > C(dU - TT(UJ')> = C(dQT(U,i),U - TQT(U,i),UU{i}>' <2'14>
D’oit, (2.9) est satisfaite pour Q = Q) - O

En vertu de la Proposition 2.4, la tache 7(U, i) et lintervalle de taches de marge
minimale sont bien déterminés dans la boucle interne de la ligne 16. Combinée avec le
Théoréme 2.1, ceci justifie I'utilisation de I'inégalité minSL — e; < 0 a la ligne 23 pour
vérifier (EF). C’est aussi a cette ligne que la condition (EF1) est testée. Done, pour toute
tache i, I’Algorithme 2 détecte correctement ’ensemble Q@ C T'\ i pour lequel les régles
(EF) et (EF1) détecte la relation Q < 7.

Un algorithme complet d’edge-finding doit & chaque instant rechercher pour chaque
tache i, 'ensemble de taches © pour lequel 'ajustement de r; est maximal. Dans le théo-
réme qui suit, nous montrons que notre algorithme effectue correctement les mises a jour
des dates de début au plus tot des taches, mais l'ajustement n’est pas nécessairement

maximal a la premiére itération.

Théoréme 2.2. Pour une tiche 1+ € T donnée et pour l'ajustement mazimal de la date
de début au plus tot de cette tache LB; tel qu’il a été spécifié dans la Définition 1.13,
I’Algorithme 2 est un bon algorithme pour calculer une borne inférieure LB}, vérifiant

r; <LB;§LBZ St T; <LBZ, et LB;:TZ str; = LB;.
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Démonstration. Soit ¢ € T une tache.

L B! est initialisée a ;. Aprés chaque détection, LB; est mise a jour avec max(Dupd;, S Lupd,;, LBY)
(ligne 24). Il s’en suit que LB! > r;. Si I'égalité LB; = r; est vérifiée alors, aucune des
conditions (EF) ou (EF1) n’est détectée par I’Algorithme 2 et par la suite LB} = r; avec la
boucle de la ligne 25. Dans la suite de la preuve, nous supposons que r; < LB;. D’apres les
Propositions 2.1 et 2.2, il existe deux intervalles de taches ©;,, C Q¢ C T\ {i} vérifiant

rp <r <d, <dy <d;etry, <r; pour lesquels on a :

1
a(Qpu,i) N LB =re,, + [— rest(O; 4, c,)—‘ (2.15)
: o

1

Nous avons déja démontré qu’avec la Proposition 2.4 et le Théoréme 2.1, I’Algorithme
2 détecte correctement les conditions de 'edge-finding. Il reste a montrer que les valeurs
potentielles d’ajustement calculées par cet algorithme sont supérieures a la valeur courante
de la date de début au plus tot des taches lorsqu’il y a détection. Et comme ’expression
d’ajustement est identique pour les deux régles, la preuve qui suit est valable pour les

deux régles. Nous distinguerons deux cas :

1. r; < 7y : Ici, nous prouvons que I'ajustement peut étre effectué avec l'intervalle de
taches de densité maximale. D’apreés la Définition 2.4, nous avons

e®l,u S e®p(u,i),u )
dy — 1 dy — T p(u,i)

(2.16)

La condition rest(©;,, ¢;) > 0 est vérifiée car la paire (2,1, ©;,) permet d’ajuster
la date de début au plus tot de la tache ¢. Par conséquent

e®lu
——>C —q. 2.17
del,u - T®l,u ( )

Les relations (2.16) et (2.17) permettent de déduire que rest(© ), ;) > 0. Nous
avons 7p(y,) + {c% rest (@p(u,i,u’ CZH > 1y car 1y < Tpuq). D’'apres la Proposition 2.8,
la valeur Dupd; = 7,5 + (C% rest (@p(u,i)m, cl-) W > r; est calculée par I’Algorithme 2
a la ligne 13. Par la suite, aprés la détection de la condition d’edge-finding a la

ligne 23, la date de début au plus t6t de tache i est ajustée a LB] > Dupd; > r;.

2. r; < r; : Ici nous prouvons que l'ajustement peut étre effectué avec l'intervalle de

taches de marge maximale. D’aprés la Définition 2.2, nous avons :

C(du = Trui) = €0, < Cldy —11) — €0, (2.18)
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En ajoutant —c¢;(dy — 7r(u)) — Ci - 'r(u,s) @1 membre de gauche et —c;(d, — 1) —¢; -1y

au membre de droite de 'inégalité (2.18) nous avons

—Ci * Tr(uyi) — PeSU(Or(u,iyu, €i) < —¢i - 11 — 1est(Opy, ¢;) (2.19)
Par conséquent
1 1
Tr(u,i) T o rest(Or(u,i)us €i) 2 11+ o rest(O),4, ¢;) (2.20)
et
1
Trui) + - 1eSt( O (ui)us Ci) > T (2.21)

car re, , + C%_rest(@l,u, ¢;) > r;. De l'inégalité (2.21), il vient que
rest(©(u,i)u, ¢i) > 0 (2.22)
car rr(,q < 1;. D’aprés la Proposition 2.4, la valeur

1
S Lupd; = (4, + — rest (@T(u,i)m, Ci) >y (2.23)
C.

(3

est calculée par I’Algorithme 2 a la ligne 22. Par la suite, aprés la détection de la
condition d’edge-finding a la ligne 23, la date de début au plus tot de tache i est
ajustée & LB, > SLupd; > ;.

Par conséquent 1’Algorithme 2 est correct. 0

2.1.3 Complexité pour ’ajustement maximal

D’aprés le Théoréme 2.2, I’Algorithme 2 doit chaque fois effectuer une mise a jour de
r; si celle-ci est justifiée par la régle d’edge-finding. Toutefois cette mise & jour ne sera pas
toujours maximale. Etant donné qu’il y a un nombre fini d’ajustements, 1’ Algorithme 2
finit par atteindre le méme point fixe que les autres algorithmes complets d’edge-finding.
Cette approche naive a été tout récemment utilisée pour réduire la complexité de ’algo-
rithme de not-first /not-last cumulatif [38, 65, 42|. La situation est différente du précédent
algorithme quadratique d’edge-finding [9] qui est incomplet car certains ajustements sont
ignorées [54]. Nous montrons dans le théoréme suivant que 1’Algorithme 2 peut effectuer
I’ajustement maximal immédiatement et si ce n’est pas le cas, il nécessite au plus n — 1

itérations pour le faire.

Théoréme 2.3. Soit i € T une tdche d’une instance E-Réalisable de CuSP. Soit © C

T\ {i} l'ensemble de taches utilisé pour effectuer l’ajustement mazximal de r; avec la régle
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d’edge-finding. Soit p(u,i) € T la tache donnée dans la Définition 2.4 appliquée a i et
u € T vérifiant d, = dg. L’Algorithme 2 effectue ’ajustement mazximal de r;
1. A la premieére itération sir; > rg our; < rg < T p(u,i); SINON

2. Aprés au plus n — 1 itérations si vy < Ty < Te.

Démonstration. Etant donné une tache i € T, soit © C T'\ {i} I'ensemble de taches utilisé
pour effectuer 'ajustement maximal de r; par la régle edge-finding. Soit p(u,u) € T la

tache donnée dans la Définition 2.4 appliquée & i et u € T" avec u vérifiant d, = dg.

1. Supposons rg < r;. D’aprés les Propositions 2.1 et 2.2, et la seconde partie de la
preuve du Théoréme 2.2, I'inégalité (2.20) est vérifiée. Ainsi avec la Proposition 2.4,
lorsque I’Algorithme 2 considére u dans la boucle externe et ¢ dans la seconde boucle

interne, nous avons

1 1
SLupd; = 7r(ui) + (C— rest(Or(u,iyu, Ci)| > Te + [C— rest(O©, ¢;) . (2.24)

(2 (3
Et comme 'ajustement effectué avec I'ensemble © est maximal, r; est mise & jour a
re + [Cl rest(©, ¢;)].
2. Supposons r; < rg. Nous analysons deux sous cas :

(a) r; < Tre < Tpu @ D'aprés la définition de la tache p(u, i), nous avons

eo . .
© < Owiu (2.25)
d@ —Te du = Tp(u,i)
En soustrayant ej(”;%;i)“ a chaque membre de (2.25), nous avons
€O,(u,i),u
€O~ €O, . < F— . (Tp(uiy — T0)- (2.26)
Et comme le probléme est E-réalisable, on a
€o
— 2 <. 2.27
P (2.27)

En combinant les inégalités (2.26) et (2.27) on obtient

Cre +eo < Crpw + o (2.28)

p(u,i),u’

De maniére triviale, 'inégalité (2.28) est équivalente a

1 1
re + [~ rest(®, ;) | < v + [ rest(Opu.ur ci)]- (2:29)
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La Proposition 2.8 montre que lorsque I’Algorithme 2 considére v dans la boucle
externe et ¢ dans la premiére boucle interne (ligne 5), nous avons

S Lupd; = 7y + (c% rest(© p(u s Ci) | = 10 + (C% rest(©, ¢;) | (2.30)
Et comme l'ajustement effectué avec I’ensemble © est maximal, r; est mise a
jour a re + H rest(©, ¢;)].

(b) s < Tps < Te @ A la k"¢ itération de ’Algorithme 2, considérons les
ensembles de taches OF, = {j,j e T Ar; <r; Ad; <de} et O, := {j,j €
T ANrj>ri ANdj <de}. Sil'ajustement maximal n’est pas atteint aprés cette
itération, alors au moins une tache est déplacée de ©F, pour @l%i. En effet, si a
la k7™ et la k+ 17" itération, OF, = @’gl, OF, = 0! o I'ajustement n’est
toujours pas maximal alors la tache 7(u,i) € %, = O (Définition 2.2) et
p(u,i) € ©F, = OF! (Définition 2.4) sont identiques dans les deux itérations.
Par conséquent a la k -+ 19™¢ itération, aucun ajustement n’est effectué et
I’ajustement maximal de la date de début au plus tot de la tache i n’est jamais
atteint. Ceci contredit le fait que I’Algorithme 2 atteint le méme point fixe que
les autres algorithmes d’edge-finding. D’o11, 'ajustement maximal de la date de

début au plus tot de la tache ¢ est atteint aprés au plus |©1,] < n—1 itérations.

O

Les illustrations expérimentales réalisées montrent qu’en pratique, notre algorithme
effectue I'ajustement maximal aprés un nombre réduit d’itérations. La régle d’edge-finding
n’étant pas idempotente, I’ajustement des dates de début au plus tot et de fin au plus tard
n’est pas suffisant & la premiére itération pour atteindre le point fixe. C’est en combinant
plusieurs de ces ajustements et ceux réalisés par d’autres propagateurs que 1’'on atteint le
point fixe. Le nombre d’ajustements de la date de début au plus t6t d’'une tache n’approche
pas généralement le pire des cas, car dans les problémes d’ordonnancement cumulatif, il
y a un nombre réduit de taches qui admettent des ajustements. Cette affirmation est

justifiée par les observations expérimentales effectuées au Chapitre 3.
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rapn=t  dap=a dr=12

0k 3 + 3 9 12
riey=4 de=6

FIGURE 2.1 — Instance de CuSP ou quatre taches doivent s’exécuter sur une ressource de

capacité C' = 3.

2.1.4 Comparaison avec le timetable edge finding [77]

Il est démontré dans [77] qu’au point fixe de la régle timetable edge finding, 'edge
finding est incapable de réduire la fenétre de temps d’une tache. Ceci traduit la dominance
du timetable edge finding sur I’edge-finding. Nous montrons dans ce paragraphe que cette
affirmation est fausse. Pour cela, considérons I'instance de CuSP de la Figure 2.1 tiré de
[41] ot quatre taches doivent s’exécuter sur une ressource de capacité 3.

En observant les données de la Figure 2.1 on constate que seule les taches A, B et [
peuvent étre ajustée par un algorithme de filtrage car la tache C est déja ordonnancée.
Une application de la régle d’edge-finding a cette instance permet d’ajuster la date de
début au plus tot de la tache I de 1 a 6. En effet, pour Q@ = {4, B,C}, nous avons
equqry = 16 > C(dq — raugry) = 15. Par conséquent, la condition de la détection de la
régle d’edge-finding est satisfaite. Pour I'ajustement, en considérant © = {C'}, nous avons
rest(©,cr) =2 et rg + [%?01)1 = 6. Par conséquent, la date de début au plus tot de la
tache I est ajustée de 1 a 6.

Par contre, une application de la régle du timetable edge finding & cette instance ne

produit pas le méme résultat. Nous pouvons maintenant prouver formellement que le

timetable edge finding ne domine pas 1’edge-finding.

Théoréme 2.4. La régle d’edge finding n’est pas dominée par la régle du timetable edge

finding.

Démonstration. Considérons l'instance de CuSP de la Figure 2.1 ot quatre taches s’exé-
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cutent sur une ressource de capacité 3. Nous avons montré plus haut qu’en utilisant la
régle d’edge-finding, la date de début au plus tot de la tache I est ajustée de 1 a 6. Nous
allons prouver qu’en appliquant la régle du timetable, aucun ajustement n’est produit (le
timetable ne produit pas le méme ajustement). Si nous voulons appliquer le timetable
edge finding pour ajuster la date de début au plus tot de la tache I, alors nous devons
considérer un ensemble de taches Q C TFF \ {I}. D’aprés les données de l'instance de
CuSP de la Figure 2.1, nous avons TP = {A, B}. Par conséquent, aucun ensemble de
taches Q C TFF\ {I} ne permet de détecter la régle. Par conséquent, le timetable edge fin-
ding n’effectue aucun ajustement sur cette instance. Ce qui contredit le résultat de Vilim
suivant lequel la régle d’edge finding est dominée par la régle du timetable edge finding.

Le méme raisonnement est appliqué pour les versions améliorées de cette regle. O

Dans l'instance de CuSP de la Figure 2.2, le point fixe du timetable edge finding est
atteint, mais les régles d’edge-finding et d’extended edge-finding sont satisfaites lorsqu’on
considére la paire (§2,1) ou Q = {A, B, C'} avec la condition r; +p; < dg. Par conséquent,
le Lemme 1 de [77] est incorrect. Il en est de méme pour la Proposition 1 de [77] qui est
déduite de ce lemme. Le probléme avec le timetable edge finding vient du fait que la regle
ne considére que les intervalles de taches ayant pour bornes les taches ayant une partie
libre. Cette restriction réduit alors la puissance de filtrage de la régle. Cette spécification
n’a pas été prise en compte dans [77] dans la preuve de la domination de I'edge-finding

par le timetable edge finding.

2.2 L’extended edge-finding

2.2.1 Propriétés de dominance de la régle d’extended edge-finding

Les propriétés de dominance de 'extended edge-finding sont similaires en nature a
celles de I'edge-finding. Certaines sont développées dans [54, 60].
La proposition suivante montre le lien entre la condition de ’edge-finding et celle de

I'extended edge-finding et permet de justifier 'origine du nom d’extended edge-finding.
Proposition 2.5. Soit  C T un ensemble de tiches et i € T\  une tache.

1 <rg <1+ pi Aa(Q,i) = B(Q,19)
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Démonstration. Supposons que les conditions r; < rq < r; + p; et a (€2, 1) sont satisfaites
et montrons que la condition [ (€2,1) est vérifice.

De l'inégalité r; < rq, il vient que :

C (dQ — TQu{i}) = C(dQ — TQ) + C(’FQ — Ti).
Comme i ¢ 2, on a equ(;} = eq + ¢; X p; et la condition o (£2,4) devient alors
C(dQ_TQ>+C(TQ_Ti><6Q+Cixpi. (231)

De plus
C(dg —rq) +ci(rqg —r;) < C(dg —1q) + C(rqg —r;) (2.32)

car ¢; < C. Des inégalités (2.31) et (2.32), on déduit
C(dg —ra) +ci(rg—1m) <eq+c X p;
et par conséquent la condition [ (£2,17) est satisfaite. O

Les propriétés de dominance sont utilisées pour caractériser afin de réduire les paires
(©2,©) qui doivent étre considérées pour réduire la date de début au plus tot d’une tache
i. Nous dirons que l'application de la regle d’extended edge-finding sur la téache i et
la paire (£2,0) permet de réduire la date de début au plus tét d’une tache 7 si Q < i,
rest (©,¢;) > 0 et rg + c%_rest (©,¢;) > r;. La Proposition 2.6 résume les principales

propriétés de dominance de la régle d’extended edge-finding.

Proposition 2.6. [54] Soit i € T une tache d’une instance E-Réalisable de CuSP, 2 C
T\{i} et © C T\ {i} deuzx ensembles de tiches avec © C Q. Si l'application de la régle
d’extended edge-finding sur la tache i et la paire (Q, ©) permet de réduire la date de début
au plus tot d’une tache v alors

(i) il existe quatre taches L, U, I, u telles query <1 < d, < dy < d;Ar; <rp < ri+p;;

(i1) la regle d’extended edge-finding appliquée a la tache i et la paire (Qp y, ) permet

d’effectuer un meilleur ajustement de la date de début au plus tot d’une tdche i.
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2.2.2 L’algorithme d’extended edge-finding de Mercier et Van

Hentenryck est incorrect [54]

Nous montrons dans ce paragraphe que 'algorithme CALCEEF (|54], Algorithme 7)
qui est reproduit ici & I’Algorithme 3 est incorrect. L’algorithme CALCEEF prend en en-
trée deux vecteurs de taches : le vecteur X ou les taches sont triées dans ’ordre croissant
des dates de début au plus tot et le vecteur Y ou les taches sont triées dans ’ordre crois-
sant des dates de fin au plus tard. Cet algorithme est supposé fonctionner comme suit : La
procédure CALCEF de la ligne 1 est 1'algorithme d’edge-finding ([54], Algorithme 5) pour
I'ajustement des dates de début au plus tot. C’est dans cette procédure que le vecteur
LB est initialise. CALCEF est l'algorithme d’edge-finding de deux phases ou les valeurs
potentielles d’ajustement sont calculées dans la procédure CALCR ([54], Algorithme 3)
tel que I'indique la spécification de la régle. La boucle externe (ligne 2) énumeére toutes
les possibles dates de fin au plus tard dg. Chaque exécution de cette boucle externe es-
saie de trouver ’ensemble des taches ) correspondant a la date de fin au plus tard dg
et considére la mise a jour des taches ¢ vérifiant d; > dg. La premiére boucle interne
(ligne 4) calcule et sauvegardée dans F ’énergie des pseudo intervalles de taches. La se-
conde boucle interne (ligne 8) utilise I’énergie des pseudo intervalles de taches sauvegardée
a la précédente boucle pour calculer I’énergie des intervalles de taches. La troisiéme boucle
externe (ligne 11) initialise le vecteur CEEF'. La quatriéme boucle interne (ligne 13) sau-
vegarde pour chaque consommation en ressource ¢ € Sc avec Sc = {¢;,1 € T'} 'expression
CEEF|c,i| = rglgfc((C’ — ¢)rxpe + Elx] — Cdyyy)) qui est la partie de la condition d’ex-
tended edge—ﬁnd;ng indépendante de la tache devant étre ajustée. La derniére boucle
interne (ligne 16) identifie la tache pour laquelle les conditions d’extended edge-finding
sont vérifices , i.e. CEEF[cxpy, 1] + cxpi(rxp + pxpg) > 0 et dxpy > dyy)-

L’affirmation de Mercier et Van Hentenryck suivant laquelle I'algorithme CALCEEF
calcule LB; pour tout ¢ € T est incorrecte. En effet, considérons l'instance de CuSP de
la Figure 2.2 ou trois taches doivent étre exécutées sur une ressource de capacité 4. Cette
instance a exactement une solution telle que l'illustre la Figure 2.2.

Une observation des données de cet exemple montre que les taches A et B sont déja

ordonnancées i.e. 14 + p4a = da et rg + pg = dp. En appliquant un algorithme de fil-
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Algorithm 3: CALCEEF : Algorithme d’extended edge-finding [54]
Entrées: X vecteur des taches trié dans 'ordre croissant des dates de début au

plus tot
Entrées: Y vecteur des taches trié dans I'ordre croissant des dates de fin au plus
tard

Sorties: LB[i] = LB(X[i]) (1 <i<mn).
1 CalcEF();
2 pour y < 1 ton — 1 faire
3 E —0;
4 pour z < n down to 1 faire
5 si de S dy[y] alors
6 E—FE+ €X[z]}
7 Elz] — E;
8 pour z < 1 to n — 1 faire
9 si TX[z] = TX[z+1] alors
10 Elz + 1] < El[z];
11 pour chaque c € Sc faire
12 CEEF[c,n+ 1] « —o0;
13 pour x < n down to 1 faire
14 pour chaque c € Sc faire
15 CEEF[c,z] «+ max(CEEF[c,x 4 1], (C — ¢)rxp + Elz] — Cdyyy);
16 pour i < 1 to n faire
17 si CEEF[CXM, Z] + Cxi) (TX[i} ‘|’pX[i]) > ( alors
18 if dX[i] > dy[y} then
19 LB[i] < max(LBli], R[cxp), y]);

trage a cette instance, seule les fenétres de la tache I peuvent étre modifiées. Comme
I'intervalle de temps de la tache B n’interfére pas avec celui des taches A et I, seule
la tache A peut intervenir dans I'ajustement de la date de début au plus t6t de I. En
appliquant ’edge-finding et I'extended edge-finding & cette instance, aucun ajustement
n’est réalisé. En effet, pour 2 = {A}, nous avons equi;; = 12 < C(dg — rouqny) = 16.
Par conséquent aucune détection n’est effectuée par la régle edge-finding. On a également
eq+cr(ry +pr—rq) =8 < C(dg — rq) = 8. Do, aucune détection n’est réalisée par la
régle d’extended edge-finding et par conséquent la date de début au plus tot de la tache 1
reste LB; = 0 aprés application de ces deux algorithmes de filtrage. Mais, en appliquant
I’algorithme d’extended edge-finding de Mercier et Van Hentenryck, la conclusion est dif-
férente. Le probléme avec I'algorithme CALCEEF provient de la quatriéme boucle interne
(ligne 13) ou les CEEF[c,1] sont calculées pour chaque consommation en ressource c.

La valeur CEEF|c,i] est calculée pour chaque intervalle de taches 2xi;yf,) méme pour
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FIGURE 2.2 — Instance de CuSP de trois taches devant étre exécutées sur une ressource

de capacité C' = 4.

les intervalles vides. Ce manque de controle peut aboutir & une détection erronée comme
c’est le cas dans 'exemple de la Figure 2.2. Nous pouvons maintenant montrer de maniére

formel que CALCEEF est incorrect.

Théoréme 2.5. L’algorithme CALCEEF ([54], Algorithm 7) ne calcule pas LB; pour
tout 1€ T.

Démonstration. Considérons 'instance de CuSP de la Figure 2.2 ou trois taches doivent
étre exécutées sur une ressource de capacité C' = 4. Nous avons déja montré que LB; = 0
et que le probléme posséde exactement une solution. Appliquons maintenant ’algorithme
CALCEEF a cette instance. A partir des données, nous avons les vecteurs X = (I, A, B)
et Y = (A, I, B) exigés a l'entrée par l'algorithme. Aucun ajustement n’est réalisé par la
procédure CALCEF a la ligne 1. Considérons A a la boucle externe (ligne 2) i.e. dyp =
d4 = 4. Dans la premiére boucle interne, nous avons E[B] = 0, E[A] = 8 et E[I] = 8. Les
taches ayant des dates de début au plus tot différentes, les pseudo intervalles de taches sont
les intervalles de taches. Ainsi aucune modification n’est apportée sur les énergies dans la
seconde boucle interne. A la quatriéme boucle interne (ligne 13), pour ¢ = ¢;, nous avons
CEEF|c;,B] = -2, CEEF|[c;, Al = =2 car =2 > (C — ¢[)ra + E[A] — Cds4 = —4. Nous
avons aussi CEEF|[cr, | = —2 car —2 > (C' — ¢;)r; + E[I] — Cd4 = —8. Dans la derniére
boucle interne (ligne 16), pour X[i] = I nous avons CEEF[cy, I|+ci(rr+pr) = —2+4 =
2> 0 et d; > ds. Par la suite, LBy = ry + ["UALD] — 4 car rest({A}, ¢;) = 4. Apres

Ccr
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cet ajustement, nous avons r;+p; = 6 > d; = 5 et le probléme n’admet plus de solutions.
Ceci prouve que 'algorithme CALCEEF ajuste incorrectement les fenétres de temps des

taches. O

L’algorithme CALCEEF est une amélioration de l'algorithme CALCEEFI de com-
plexité O(n?) en temps. C’est aussi une seconde phase de I'algorithme d’extended edge-
finding proposée par Mercier et Van Hentenryck dans ([54], Algorithm 6). Cet algorithme
est aussi incorrect car souffre du méme probléme. En effet, en utilisant le contre exemple de
la Figure 2.2, il est possible de montrer que ’algorithme CALCEEFT est incorrect. Consi-
dérons A dans la boucle externe i.e. dyp = da = 4 ([54], Algorithm 6, lignes 2-19). Dans
la premiére boucle interne (|54], Algorithm 6, lignes 4-9), nous avons F[B] =0, E[A] = 8
et E[I] = 8. La seconde boucle interne contient une autre boucle et lorsque X[z| = B
pour la boucle interne ([54], Algorithm 6, lignes 10-18) et X[i] = I pour la boucle plus
interne ([54], Algorithm 6, lignes 11-17), nous avons : E[B] + c¢;(r; +pr — rxjz)) = —10 et
C(dyp—rx(z)) = —12. Par conséquent, I'algorithme CALCEEFI détecte 1 <Qp 4 et la date
de début au plus tot de la tache I est mise a jour de 0 a 4. Ceci prouve que 'algorithme
CALCEEFI ajuste incorrectement les fenétres de temps des taches, ce qui contredit les
allégations de Mercier et Van Hentenryck suivant lesquelles 1'algorithme CALCEEFT est
un algorithme d’extended edge-finding. De cette derniére analyse, il ressort qu’il n’existe
pas d’algorithme correct d’extended edge-finding dans la littérature.

L’idée théorique soutenant les algorithmes CALCEEFT et CALCEEF est bonne, mais
au cours de son application, il est important de tenir compte de quelques contoéles. Ces
controles apparaissent naturellement et ne réduisent pas la puissance de filtrage des al-
gorithmes. Au contraire, ils réduisent les potentiels intervalles de taches utilisés pour dé-
tecter les conditions de 'extended edge-finding sans perdre sa complétude. Ces controles
peuvent étre considérés comme des propriétés de dominance car ils permettent de réduire
les potentiels paires (£2,7) utilisées pour détecter la régle d’extended edge-finding,.

— Pour déterminer si une tache ¢ peut ou non étre ordonnancée avant ou apres une
ensemble de taches © (i ¢ Q), il est nécessaire de s’assurer que l'ensemble € est
non vide. L’ensemble vide n’apporte aucune information dans la résolution, mais
peut conduire & un ajustement érroné des fenétres de temps des taches. C’est par

exemple le cas dans notre contre exemple car l'intervalle de taches Q2p 4 est vide
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puisque rg > d4 et la relation I < Qp 4 est détectée par les algorithmes CALCEEF
et CALCEEFI. Cette détection a permis d’ajuster incorrectement la date de début
au plus tot de la tache I de 0 a 4.

— Pour une instance E-Réalisable de CuSP, si la relation i < €2 est détecté par la regle
d’extended edge-finding, alors au moins une unité d’énergie de la tache i est utilisée
apres ro. Cette condition est garantie si r; +p; > rq et il est utilisé pour restreindre
les différentes taches i a considérer pour détecter la relation 7 <€2. Dans notre contre
exemple, la relation I < Qp 4 ne devait pas étre détectée si ce controle avait été
ajouté dans les algorithmes CALCEEF et CALCEEFT.

L’introduction des controles rq < dg et r; + p; > rq dans les algorithmes CALCEEF et
CALCEEFT avant I'ajustement permet de corriger les imperfections de ces algorithmes.
La complexité des algorithmes CALCEEF et CALCEEFT reste inchangé et elle effectue le
méme filtrage que la régle d’extended edge-finding. Au chapitre 3, nous introduirons une
version de 'algorithme CALCEEFI pour étendre la phase de détection de 'algorithme
d’edge-finding de Vilim [75]. La phase de détection passe alors de O(nlogn) a O(n?)
alors que la phase d’ajustement reste inchangé O (knlogn) en temps. On obtient ainsi un

algorithme complet d’extended edge-finding.

2.2.3 Nouvel algorithme d’extended edge-finding

Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme d’extended edge-finding de com-
plexité O(n?) qui effectue les ajustements complémentaires non effectués par 1'edge-
finding. L’ajustement effectué¢ par cet algorithme n’est pas nécessairement maximal &
la premiére itération, mais s’améliore aux itérations subséquentes. La combinaison de ce
nouvel algorithme avec notre algorithme quadratique d’edge-finding [40] atteint le méme
point fixe que la conjonction des algorithmes d’edge-finding et d’extended edge-finding
existant |75, 40, 54|. Notre algorithme d’extended edge-finding utilise la notion de marge
d’un ensemble de taches déja utilisée pour 'edge-finding dans [40]. Pour une tache i,
I’algorithme identifie ’ensemble de taches (2 de marge minimale qui satisfait r; < rq.

L’une des importantes propriétés utilisées dans notre algorithme est le fait qu’au point
fixe de la régle d’edge-finding, si la régle d’extended edge-finding détecte 2 < ¢ pour un

ensemble (2 de taches et une tache i avec i ¢ ) alors 'ensemble {2 peut étre utilisée pour
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calculer la valeur potentielle d’ajustement de 7; i.e., rest(Q, ¢;) > 0 et ro+[=rest(Q, ¢;)] >

r;. Cette propriété est formellement démontrée dans la proposition suivante.
Proposition 2.7. Soient Q C T un ensemble de tiches eti € T\ une tache, toutes d’une
instance E-Réalisable de CuSP. Au point fixe de l'edge-finding, si l'extended edge-finding

détecte Q) < i alors rest(Q2,¢;) >0 et rq + [C%_rest(Q, ¢l >

Démonstration. Soit €2 C T" un ensemble de taches d’une instance de CuSP au point fixe
de l'edge-finding i.e., pour tout ensemble de tache ' C T, pour toute tache i € T\ V',
si C' (dQ/ — TQlu{i}) < eq + e our; +p; > do alors VO C ) avec rest(©';¢;) > 0, nous
avons res + [c%_rest(@’, )l <

Soient © C ) un ensemble de taches et i € T\ Q une tache telle que I'application de
la régle d’extended edge-finding a la paire (€2,7) permet de détecter la relation €2 < i
et d’utiliser 'ensemble © pour ajuster la date de début au plus tot de la tache ¢ i.e,
C(dg—rq) <eq+ci(ri+pi—ra), ri <rq, re+ (c%_rest(@, ¢;)| > r; avec rest(©, ¢;) > 0.
Nous allons montrer que rest(2,¢;) > 0 et rq + [C%_rest(ﬂ, ¢i)] > r;. Nous avons r; < 1

car le point fixe de I'edge-finding est atteint. L’inégalité

C(dQ—’FQ) < €Q+Ci(’l“i—|—pi—’l“g). (233)
est algébriquement équivalent &

rest(§2, ¢;) > ¢i(dg —ri — p;). (2.34)

Le point fixe de 'edge-finding étant atteint, il est clair que dg > r; + p; et par conséquent

rest(€), ¢;) > 0. De l'inégalité r; < rq découle rq + [c%rest(Q, ¢l > i O

D’apreés la Proposition 2.7, au point fixe de ’edge-finding, ’ensemble de taches utilisé
pour détecter la relation {2 <t peut étre utilisé pour calculer une valeur potentielle d’ajus-
tement de date de début au plus tot de la tache i. Ce n’était pas le cas pour I'edge-finding
et c’était pour cela que l'algorithme quadratique d’edge-finding proposé par Baptiste |9
était incompléte. Nous allons adopter cette approche pour obtenir un algorithme quadra-
tique d’extended edge-finding. Ce nouvel algorithme, Algorithme 4 effectue 1'ajustement
maximal aprés un nombre fini d’itérations.

Cet algorithme fonctionne comme suit : Pour chaque tache i, I'algorithme identifie

I'intervalle de taches 2 de marge minimale vérifiant r; < rq et dg < d;. Si les conditions
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de 'extended edge-finding sont satisfaites avec la paire (€2, 1), alors 'ensemble €2 est utilisé
par 'algorithme pour ajuster r;.
La localisation de l'intervalle de taches de marge minimale est différente de celle utilisée

pour l'edge-finding dans [40].

Définition 2.5. [40] Soit Q un ensemble de tiches d’une instance E-Réalisable de CuSP.

La marge de l’ensemble de taches ), notée SLq, est définie par :
SLQ = C(dQ — T’Q) — €Q. (235)

Définition 2.6. Soient i et L deux tdches d’une instance E-Réalisable de CuSP avec
r; < rg. On dit que la tache 6(L, i) avec dsr,z) < d; définit la borne supérieure l'intervalle

de taches de marge minimale si pour toute tache U € T telle que dy < d;,
C(d(s(LJ) — TL) — QQL,(;(M) § C(dU — TL) — 6QL7U . (2.36)

L’Algorithme 4 est de complexité O(n?) en temps. En effet :

— La boucle externe (ligne 3) parcourt l'ensemble des taches L € T (|T] = n) et
sélectionne les différentes bornes inférieures des intervalles de téaches.

— La boucle interne (ligne 5) parcourt ’ensemble des taches (|T'] = n) et sélectionne
la tache ¢ € T des possibles bornes supérieures des intervalles de taches dans l'ordre
croissant des dates de fin au plus tard. Si r, < r;, alors ’énergie et la marge de
I'intervalle de taches €27 ; sont calculées. L'énergie est sauvegardée, la marge est
comparée a celle de 'intervalle Qp 5.4 et si SLq, , < SLQM(M) alors d(L, 1) devient
1. Si par contre rp > r; et si les conditions des lignes 12 et 13 sont vérifiées, alors
la valeur potentielle d’ajustement de la date de début au plus tot de la tache i est
calculée avec la valeur courante de §(L, 7). Les conditions des lignes 12 et 13 garan-
tissent que rest = rest(Qp 51,)) > 0 (ligne 14). Si ces conditions sont satisfaites,
alors la date de début au plus tot de la tache ¢ est ajustée a la ligne 16.

— A Tlitération suivante de la seconde boucle externe, §(L, i) est réinitialisée.

Avant de montrer que I’Algorithme 4 est correct au point fixe de 1’edge-finding, mon-

trons quelques propriétés de sa boucle interne (ligne 5).

Proposition 2.8. Pour chaque tiche i, I’Algorithme 4 calcule la valeur d’ajustement upd

de r; basée sur lintervalle de taches de marge minimale telle que pour une tiche L donnée
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Algorithm 4: Algorithme d’extended edge-finding de complexité O(n?) en temps

Entrées: T vecteur de taches
Sorties: LB! pour toute tache i € T
1 pour chaque i € T faire
2 LB :=r;
3 pour chaque L € T faire
4 Energy := 0, maxEnergy := 0,ds :=ryp;
5 pour ¢ € T trié dans l’ordre croissant des dates de fin au plus tard faire
6 si r;, <r; alors
7 Energy := Energy + e;;
8 MinSalck := si (maxEnergy # 0 A ds > rp) alors
C(ds — rr) — mazEnergy sinon +00;

9 si (C(d; —rp) — Energy < MinSlack) alors

10 maxEnergy := Energy,ds := d; ;

11 sinon

12 si mazEnergy + ¢;(r; + p; —rp) > C(ds — rp) alors
13 sir;+p;, <dsNArp <r;+p; ANrp < ds alors

14 rest := mazEnergy — (C — ¢;)(ds — rp);

15 upd :=rp + [rest/c;|;

16 LB! := max(LB,, upd);

17 pour chaque ¢ € T faire

18 r; .= LB,

avec r; < rp,

1
upd = rp + [rest(QL#;(L’i), i) - —-‘ (2.37)

&}

St ey s T ci(ri +pi —re) > Cldswiy —7L), T +pi < dsryiy, 7o < dsriy et rp < i+ pi.

Démonstration. Soit ¢ € T une tache. Le choix d’une tache L € T" a la boucle externe de
la ligne 3 commence avec les valeurs ds ;) = rr et marEnergy = 0. La boucle interne
de la ligne 5 parcourt l’ensemble des taches i/ € T (T trié dans l'ordre croissant des
dates de fin au plus tard). Pour une tache ¢/ € T vérifiant dy < d;, si v, < 7y, alors
i" € Qp . et ey est ajoutée a Energy (ligne 7), valeur courante de Iénergie de €2y, ;. Donc,
a chaque itération, nous avons Energy = eq, . Le test de la ligne 9 garantie que ds(z ;) et

mazxEnergy = reflétent les propriétés de la tache §(L,7) pour la valeur courante

€Qr (1,5
de l'intervalle de taches Q ;7. Ainsi, & la ™ itération de la boucle interne (ligne 5) si
r; < rr alors si les conditions des lignes 12 et 13 sont vérifiées, alors la ligne 14 calcule
restr; = rest(§dr 5(1,i), ¢i), et la valeur potentielle d’ajustement r, + [resty ; Cﬂ (ligne 15).

Par conséquent, la proposition est correcte. 0]
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Théoréme 2.6 montre qu’au point fixe de I’edge-finding, les conditions d’extended edge-
finding peuvent étre vérifiées en utilisant l'intervalle de taches de marge minimale tel qu’il

est donné dans la Définition 2.6.

Théoréme 2.6. Au point fixe de l’edge-finding, pour chaque tdache 1 € T et pour tout
ensemble de taches Q C T\ {i},

T <ro<ri+p N eq+c(ri+p —rq)>Cldg—rq) (2.38)
si et seulement si

r, < rp<r;+p N 6QL75(L’1.) + Ci(’f‘i +pi — TL) > C(d(;(Lﬂ') — ’/’L) (239)
pour une tiche L € T vérifiant r; < rp, et §(L,1) tel que spécifié dans la Définition 2.6.

Démonstration. Soit i € T' une tache. Nous montrons dans un premier temps que (2.38)
implique (2.39). Supposons qu’il existe un ensemble de téches Q@ C T\ {i} vérifiant
ri < 1o < rit+p; et eqtci(ri+pi—rg) > C(do—rq). Alors Q<i et d’apreés la Proposition 2.6,
il existe un intervalle de taches Qp, ;7 vérifiant Q7 <7 et tel que r; < rp < r;+p;. Etant au

point fixe de I'’edge-finding, il est évident que r; < r; < r; + p;. D’aprés la Définition 2.6

nous avons

Clds(riy —7L) — €y 500 < Cldy —711) —eqy - (2.40)
En ajoutant —c;(r; + p; — r1) & chaque membre de (2.40) et en utilisant le fait que
Cldy —rp) —eq,, —ci(ri+pi —rp) <0 (2.41)
il s’en suit que

C(d‘s(Lyi) - TL) < €QL,6(L,1') =+ Ci(ri + bi — TL)- (242)

Nous pouvons alors montrer que (2.39) implique (2.38). Soient L € T une téache telle que
ri <1 <1+ pi, et 6(L,i) € T, la tache spécifiee dans la Définition 2.6 et qui vérifie
(2.39). Il est évident que (2.38) est vérifiee pour Q = Qp 51,4 O

A la Proposition 2.8, nous avons montré que d(L,7) et la marge minimale sont correc-
tement déterminés par I’Algorithme 4 & la boucle interne de la ligne 5. La combinaison
ce résultat avec celui de la Proposition 2.7 et du Théoréme 2.6, explique pourquoi I’Al-

gorithme 4 détecte correctement les conditions de l'extended edge-finding aux lignes 12
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et 13 avec l'intervalle de taches de marge minimale et effectue toujours un ajustement
lorsque celui ci est justifié par la régle. Ainsi, au point fixe de I'edge-finding, pour toute
tache i, I’Algorithme 4 identifie correctement 1’ensemble de taches 2 C T\ {i} pour lequel
la relation 2 < i est vérifiée.

Comme pour l'algorithme d’edge-finding présenté a la section 2.1.2, ce nouvel algo-
rithme n’effectue pas I'ajustement maximal a la premiére itération, mais s’améliore aux
autres itérations. Cette approche naive nous a permis d’améliorer la vitesse et la com-
plexité de l'algorithme d’edge-finding. Dans le théoréme qui suit, nous montrons qu’au
point fixe de I’edge-finding, I’Algorithme 4 posséde cette propriété i.e., détecte correcte-
ment les conditions de 'extended edge-finding et effectue toujours un ajustement lorsque

celui est justifié par la régle.

Théoréme 2.7. Soit i € T une tache et LB; l'ajustement maximal de r; tel qu’il est
spécifié dans la Définition 1.14. Au point fize de l’edge-finding, I’Algorithme 4 calcule une
borne inférieure LB, de r; qui est telle que r; < LB} < LB; sir; < LB;, et LB, = r; si

r; = LB;. La complexité de cet algorithme est de O(n?) en temps.

Démonstration. Soit ¢ € T une tache.
Les LB] sont initialisées a r; dans la boucle de la ligne 1. Aprés chaque détection des
conditions d’extended edge-finding (lignes 12 et 13), r; est mise a jour avec max(upd;, LB})
(ligne 16). Donc, on a toujours LB, > r;. Si I'égalité LB; = r; est satisfaite, alors aucune
détection n’est effectuée par la régle et donc par I’Algorithme 4. Par conséquent, on a
LB! = r; avec la boucle de la ligne 17. Dans la suite de preuve nous supposons que
r; < LB;. Alors les conditions de la régle d’extended edge-finding sont détectées avec la
paire (£2,7) ou 2 est un ensemble de taches et la date de début au plus tot de la tache i est
ajustée. D’aprés le Théoréme 2.6, il existe deux taches L et (L, 1) telles que la relation
Q.51 <1 est détectée par I'extended edge-finding. Par la Proposition 2.7, 'ensemble de
taches €, 515 peut étre utilisé pour ajuster r;. Comme démontré dans la Proposition 2.8,
la tache §(L, %) et 'intervalle de taches de marge minimale sont correctement déterminés
par I’Algorithme 4. Ainsi, aprés la détection des conditions de I'extended edge-finding aux
lignes 12 et 13, la date de début au plus tot de la tache i est ajustée & LB, = upd; > ;.
La complexité de I’Algorithme 4 est de O(n?) en temps et O(n) en espace. Le tri du
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vecteur T se fait en O(nlogn) en temps. La boucle externe de la ligne 3 qui est parcourue
|T'| = n fois contient une boucle interne (ligne 5) de complexité O(n) en temps, de sorte

que la complexité en temps de I’algorithme est égale & O(nlogn)+O(n?) = O(n?). O

2.2.4 Comparaison avec la conjonction des régles edge-finding et

extended edge-finding

Au point fixe de I'edge-finding, le théoréme 2.2 montre que I’Algorithme 4 effectue
toujours un ajustement de r; si cet ajustement est justifié par la reégle d’extended edge-
finding. Méme si 'ajustement n’est pas maximal a la premiére itération, elle s’améliore
aux itérations subséquentes. Le nombre d’ajustements étant fini, la combinaison de 1’Al-
gorithme 4 avec I’Algorithme 2 doit atteindre le méme point fixe que la conjonction des
régles edge-finding et extended edge-finding. C’est ce que nous montrons dans le théoréme

suivant tiré de [43].

Théoréme 2.8. Lorsque le point fize de la combinaison de I’Algorithme 4 avec I’Algo-
rithme 2 est atteint, alors aucune propagation n’est effectuée par les regles edge-finding et

extended edge-finding (le point fize des ces régles est atteint).

Démonstration. Par I'absurde, supposons que le point fixe de la combinaison de I’Algo-
rithme 2 d’edge-finding avec I’Algorithme 4 est atteint et que la régle d’edge-finding ou
I’'extended edge-finding peut réduire la fenétre de temps d’une tache i.e. il existe une tache
i et deux ensembles de taches Q et © avec © C 2 C T'\ {i} tels que I'une des régles (EF)
ou (EF1) ou (EEF) soit satisfaite et la formule (1.15) permet d’ajuster r; en utilisant ©.
Nous allons montrer que soit I’Algorithme 2, soit 1’Algorithme 4 peut réduire la fenétre
de temps de la téache 7, ce qui contredit que le point fixe de ces algorithmes est atteint.

Nous distinguons deux cas :

1. L’une des régles (EF) ou (EF1) est détectée et la fenétre de temps de la
tache i est ajustée. Comme 'algorithme 2 effectue toujours un ajustement lorsque
celui ci est justifié par la regle, il vient que la fenétre de temps de la tache i sera
réduite par cet algorithme. Ce qui contredit I’hypothése suivant laquelle le point fixe

de la combinaison de I’Algorithme 2 et I’Algorithme 4 est atteint.
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FIGURE 2.3 — Instance de CuSP de quatre taches devant étre exécutées sur une ressource

de capacité C' = 3.

2. La (EEF) est détectée et la fenétre de temps de la tache i est ajustée. Nous

distinguons ici deux sous cas.

(a) Le point fixe des régles (EF) et (EF1) est atteint. Comme au point fixe
des régles (EF) et (EF1), lalgorithme 4 effectue toujours un ajustement lorsque
celui ci est justifié par la régle, il vient que la fenétre de temps de la tache ¢
sera réduite par cet algorithme. Ce qui contredit '’hypothése que le point fixe

de la combinaison de I’Algorithme 2 et I’Algorithme 4 est atteint.

(b) Le point fixe de (EF) ou (EF1) n’est pas atteint. On revient au cas du

premier item et la contradiction est détectée.

2.2.5 Comparaison avec le timetable edge finding [77]

Il est démontré dans [77], qu'au point fixe du timetable edge finding, la conjonction
de l'edge-finding et de l'extended edge-finding ne filtre aucun domaine de taches. Nous
avons déja démontré que ce résultat était incorrect avec I’edge-finding [41]. On se propose
de montrer le résultat similaire avec l'extended edge-finding [43|. Pour cela, considérons
I'instance de CuSP de la Figure 2.3 o quatre taches doivent s’exécuter sur une ressource
de capacité 3.

Une application de l'extended edge-finding & cette instance montre que pour ) =

{A, B,C}, la relation §2 < I est détectée et la date de début au plus tot de la tache I est



2.3 Le not-first /not-last 66

ajustée de 0 a 4. Par contre, le timetable edge finding n’effectue aucun ajustement sur

cette instance, preuve qu’il ne domine pas l'extended edge-finding.

Théoréme 2.9. La régle d’extended edge finding n’est pas dominée par la régle du time-

table edge finding.

Démonstration. Considérons l'instance de CuSP de la Figure 2.3 ot quatre taches s’exé-
cutent sur une ressource de capacité 3. Nous avons montré précédemment qu’en utilisant
la régle d’extended edge-finding, la date de début au plus tot de la tache I est ajustée de
0 a 4. Nous allons prouver qu’en appliquant la régle du timetable, aucun ajustement n’est
produit (le timetable ne produit pas le méme ajustement). Si nous voulons appliquer le
timetable edge finding pour ajuster la date de début au plus tot de la tache I, alors nous
devons considérer un ensemble de taches Q C T\ {I}. D’aprés les données de 'instance
de CuSP de la Figure 2.3, nous avons 75" = {I, B, C'}. Par conséquent, aucun ensemble
de taches Q C TFE\ {I} ne permet de détecter le régle. Par conséquent, le timetable
edge finding n’effectue aucun ajustement sur cette instance. Ce qui contredit les résultats
de Vilim suivant lequel la régle d’extended edge-finding est dominée par la régle du ti-
metable edge finding. Le méme raisonnement est appliqué pour les versions améliorées de

cette regle. ([

2.3 Le not-first /not-last

2.3.1 Introduction

Le filtrage effectué par ’edge-finding et 'extended edge-finding est généralement com-
plété par celui du not-first /not-last. Il s’agit d’une autre technique de propagation de la
contrainte de ressource utilisée tant en ordonnancement disjonctif que cumulatif. Cette
régle permet de déterminer la position relative d’une tache par rapport & un ensemble de
taches toutes devant étre exécutées sur une méme ressource. Plus précisément, elle vérifie
si une tache i ne peut étre exécutée en premier (resp. en dernier) relativement a I’ensemble
de taches QU {i} et comme conséquence, effectue une mise a jour de la date de début au
plus tot (resp. date de fin au plus tard) de la tache 4. Il existe des algorithmes efficaces pour

cette régle dans le cas disjonctif O(nlogn) ou n désigne le nombre de taches utilisant la
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ressource |74]. La régle est plus complexe dans le cas cumulatif. Schutt et al [64] montrent
que l'implémentation de Nuijten [60] de complexité O(|Sc|n?) (ou Sc désigne I'ensemble
des différentes consommations des taches) est incorrecte et incompléte. Ils proposent alors
un algorithme complet de complexité O (n®logn) en temps. Dans [37], nous proposons un
algorithme itératif de not-fist /not-last de complexité O (n3) qui atteint le méme point fixe
que l'algorithme complet aprés au plus n itérations. Tout récemment, Schutt et Wolf [65]
et nous autres indépendamment |38, 42| avons proposé un algorithme de not-first /not-last
incomplet de complexité O(n?logn) en temps. Ces algorithmes n’effectuent pas nécessai-
rement ’ajustement maximal & la premiére itération, mais s’améliorent aux itérations
subséquentes.

Dans cette section, nous proposons deux algorithmes de not-first /not-last cumulatif
de complexité O(n?|H|logn) et O(n?logn) respectivement. Le premier est complet, le se-
cond est itératif et effectue I'ajustement maximal aprés au plus | H | itérations. En somme,
les deux algorithmes ont la méme complexité pour ’ajustement maximal mais dans la pra-
tique, la version itérative est plus rapide que l'algorithme complet. Les deux algorithmes

utilisent la structure de données cumulative ©-tree |76].

2.3.2 Algorithme complet de not-first en O(n? H|logn)

Un algorithme complet de not-first recherche le meilleur ajustement possible L B; pour
chaque tache i tel qu'il est spécifié dans la Définition 1.17. Par contre, un algorithme
incomplet tel qu'il est présenté dans [37, 65, 40| recherche un ajustement LB qui vérifie
ri < LB, < LB; si r; < LB; et LB] = r; sinon. Dans ce paragraphe, nous décrivons un
algorithme complet de not-first de complexité O(n? H|logn) en temps et O(n) en espace.
Il est basé sur une adaptation du concept de coupe gauche de l'ensemble de taches T
introduit par Vilim dans [74] et de la notion d’enveloppe d’énergie introduit par le méme
auteur dans [76].

Nous décrivons dans un premier temps comment les notions de coupe gauche et d’en-
veloppe d’énergie peuvent étre utilisées pour vérifier la condition de la régle not-first.
Nous utilisons la structure de données O-arbre cumulatif (cumulative ©-tree en anglais)
pour un calcul efficace de I'enveloppe d’énergie des ensembles de taches. Enfin, nous pré-

sentons notre nouvel algorithme de not-first, montrons qu’il est complet et analysons sa
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complexité.
Définition 2.7 donne une nouvelle définition de la coupe de T par une tache, liée a la

régle de not-first.

Définition 2.7. [39] Soient j et i deux tdches d’une instance E-Réalisable de CuSP de
T tdches telles que i # j. Soit Ect € H une date de fin au plus tot d’une tache. La coupe
gauche de T par la tache 5 relativement a la tdache i et a la date de fin au plus tét Ect est

lensemble noté LCut(T, j, Ect,i) et défini comme suit :
LCut(T,j,Ect,i) :={k, k€T N k#i N Ect <ryAr; < Ect N\ d <d;}. (2.43)

Définition 2.8. Soient © un ensemble de taches et i une tiche d’une instance E-Réalisable
de CuSP. L’enveloppe d’énergie de © relativement a la tache i noté Env(©,i) est le réel
défini comme suit :

Env(©,1i) == glgagc{(C —¢)rag +eq}. (2.44)

Une tache ¢ € T et un ensemble de taches 2 C T'\ {i} satisfont la condition de la régle
de not-first si r; < ECTq et eq + ¢;(min(ect;, dg) — rq) > C(dg — rq). Nous montrons
dans le théoréme suivant que les conditions de la régle not-first peuvent étre détectées en
utilisant I'inégalité suivante pour toute paire (i, j) de taches avec i # j et la donnée d’une

date de fin au plus tot Ect € H :
Env(LCut(T, j, Ect,1),i) > Cd; — ¢; min(ect;, d;). (2.45)

Théoréme 2.10. Soit ¢ € T une tiche d’une instance E-Réalisable de CuSP. Il existe
un ensemble de taches Q@ C T\ {i} satisfaisant les conditions de la régle not-first si et
seulement s’ils existent une tache j € T'\ {i} et une date de fin au plus tot Ect € H telle

que l'inégalité (2.45) soit satisfaite pour les taches i et j et la date de fin au plus tot Ect.

Démonstration. Soit i € T une tache d’une instance E-Réalisable de CuSP. Nous montrons
chaque implication de I’équivalence.

=-: Supposons qu’il existe un ensemble de taches @ C 7'\ {i} tel que les conditions de la
régle not-first soient satisfaites pour Q et i, i.e. r; < ECTq et eq + ¢;(min(ect;, dg) —rq) >
C(dg — rq). Il faut montrer qu'il existe une tache j € T\ {i} et une date de fin au plus
tot Ect € H qui vérifie la condition Env(LCut(T, j, Ect,i),i) > Cd; — ¢; min(ect;, d;).
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Soit j € {2 une tache satisfaisant la condition d; = dg (une telle tache existe toujours).
Parce que r; < ECTq et i ¢ €, il est évident que Q@ C LCut(T, j, ECTq,1). L'inégalité
eq + ci(min(ect;, dg) — rq) > C(dg — rq) est vérifiée car la condition v(€2,4) est satisfaite.
Cette inégalité est équivalente a

(C —ci)ra +eq > Cd; — ¢;min (ect;, d;) . (2.46)
D’aprés la Définition 2.8 et I'inclusion Q2 C LCut(T, j, ECTq, 1) il vient que

Env(LCut(T, j, ECTq,1),i) > (C — ¢;)rq + eq > Cd; — ¢; min (ect;, d;) . (2.47)

D’ou l'inégalité (2.45) est vérifiée pour la tache j et la date de fin au plus tot ECTy.

<: Soient j € T\ {i} une tache et Ect € H une date de fin au plus tot vérifiant I'inégalité
(2.45). Nous allons montrer I'existence d'un ensemble de taches Q C T \ {i} vérifiant
les conditions de la régle not-first. Soit ' C LCut(T, j, Ect,i) U'ensemble de taches qui
détermine Env(LCut(T,j, Ect,i),i), i.e. Env(LCut(T,j, Ect,i),i) = (C —¢;)ro +eqr. De

I'inégalité do < d; il vient que
Cdj — ¢;min (ect;, dj) > Cdg — ¢; min (ect;, doy) - (2.48)
En effet,
— Si ect; < dg alors
Cdj — ¢;min (ect;, dj) = Cdj —¢; - ect;
> Cdgo — ¢ - ect;
= Cdg — ¢;min (ect;, dgy)
— Si ect; > dgq alors

Cd; — ¢; min (ect;, d;)

v

(C —¢)d;

v

(C — C,’)dg/

Cdg — ¢;min (ect;, dgy)
De l'inégalité (2.48), il s’en suit que
Env(LCut(T, j, Ect,i),i) = (C —¢)ro + eq
> (Cdj — ¢;min (ect;, d;)

> Cdg — ¢; min (ect;, dqy)
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et les conditions du not-first sont vérifiées pour ' et i. U

Soient ¢ € T une tache et Fct € H une date de fin au plus tot. Dans toute la suite,
nous supposerons que l'ensemble 7'\ {i} = {Jj1, jo, ..., Jn_1} des taches est trié dans l'ordre

croissant des dates de fin au plus tard i.e. d;, <d;, <--- <d,, ,. Ainsi, on a les inclusions
LCut(T, 71, Ect,i) € LCut(T, jo, Ect,i) C -+ - C LCut(T, jp_1, Ect,i).

Avec cet ordre sur les taches, 'ensemble LCut(T, j;.1, Ect, i) peut étre rapidement déter-
miné a partir de LCut(T, j;, Ect,i). Aprés avoir trié I'ensemble H dans l'ordre croissant
des Ect, nous parcourons tous les ensembles LCut(T, j, Ect,1) et le premier ensemble pour
lequel les conditions du not-first sont satisfaites nous permet d’avoir I’ajustement maxi-
mal. Pour détecter les conditions du not-first comme il est spécifié dans la formule (2.45),
nous avons besoin de calculer I'enveloppe d’énergie de chaque ensemble LCut (T, j, Ect,1).
Nous utilisons pour cela la structure de donnée "cumulative ©-tree" introduite par Vilim
[76]. L’algorithme 5 que nous proposons organise les ensembles LCut(T, j, Ect,i) en arbre
binaire équilibré pour calculer rapidement ces valeurs. Ainsi, les opérations classiques
(ajout et suppression de noeuds dans l'arbre) sont faites en O(logn) et on peut intégrer
le calcul de l'enveloppe d’énergie sans changer cette complexité. Une présentation plus
détaillée de cette structure de donnée est faite plus bas.

Dans I’Algorithme 5, les ensembles LCut(T), j, Ect,i) sont déterminés dans les boucles
des lignes 3 et 4. L’arbre binaire devant organiser les ensembles LCut(T, j, Ect, i) est initia-
lisé a la ligne 6. La boucle interne de la ligne 7 parcourt ’ensemble des taches dans ’ordre
croissant des dates de fin au plus tard. Ainsi, les différents ensembles LCut(T, j, Ect, i)
sont construits de proche en proche en commencant par la plus grande date de fin au
plus tot. Les breaks des lignes 12 et 14 permettent de vite recommencer la détection et
I'ajustement d’une nouvelle tache. En effet, étant donné deux taches j et j" avec d; < dj,
on a linclusion LCut(T, j, Ect,i) C LCut(T,j', Ect,1). Si les conditions de not-first sont
satisfaites pour ces deux ensembles, alors le méme ajustement sera effectué. Lorsqu'une
tache ¢« € T est ajustée & Fct € H, alors la prochaine date de fin au plus tot Ect' € H
nous conduira & un ajustement plus faible car I’ensemble H est parcouru dans l’ordre

décroissant de ses valeurs (ligne 4).
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Algorithm 5: Algorithme de Not-first de Complexité O(n?|H|logn) en temps
Entrées: T ensemble de taches
Données: O : representant les ensembles LCut(T), j, Ect, i) équilibré suivant les r;
Sorties: LB] nouvelle borne inférieure de la date de début au plus tot des taches

1 pour chaque ¢ € T faire

2 LB :=r;

3 pour chaque i € T faire

4  pour chaque Ect € H // H trié dans lordre décroissant des Ect faire

5 si r; < Ect alors

6 0:=0;

7 pour chaque j € T // T trié dans l'ordre croissant des dates de fin au
plus tard faire

8 si Ect <r;\j# 1 alors

9 ©:=0U{j};

10 si Env(©,1i) > Cd; — ¢; min(ect;, d;) alors

11 LB! = max(LB], Ect);

12 break;

13 si LB'[i] == Ect alors

14 break ;

15 pour i € T faire

16 r; .= LB,

Afin de réduire la complexité de 'algorithme et calculer rapidement 1’enveloppe d’éner-
gie de © = LCut(T,j, Ect,i), nous organisons l'ensemble LCut(T, j, Ect,i) en arbre bi-
naire équilibré appelé ©-tree [76]. Les taches sont représentées par les feuilles et rangées
de la gauche vers la droite suivant les valeurs croissantes de r;. Chaque noeud v de 'arbre
posséde les valeurs suivantes :

€y = €Leaves(v) (249)

Env, (i) = Env(Leaves(v), 1) (2.50)

ou Leaves(v) représente I'ensemble des taches du sous arbre de racine v. Pour une feuille

représentant une tache k € T, les valeurs dans l'arbre sont :
€y = €L

Env,(i) = Env({k},i) = (C — ¢;)ry + ex

Pour un nceud interne v, ces valeurs peuvent étre calculées de maniére recursive a partir

de ses nceuds fils left(v) et right(v) tel qu'il est spécifié dans la Proposition 2.9.



2.3 Le not-first /not-last 72
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FIGURE 2.4 — Instance de CuSP de 5 taches devant étre exécutées sur une ressource de

capacité C' = 3.

Proposition 2.9. Pour une tiche i donnée, pour un neceud interne v, les valeurs e, et

Enuv, (i) peuvent étre calculées par les formules de récurrence suivantes :
€y = €left(v) + Eright(v) (251)
Envy (1) = max{Envie (o) (1) + €right(v)s EMVrighe(v)(7) } (2.52)

Démonstration. Similaire a la preuve de la Proposition 2 dans [76]. Il suffit de remplacer

C dans la preuve du second item par C — ¢;. 0J

Exemple 2.1. La Figure 2./ contient les données d’une instance de CuSP de 5 tdches

devant étre exécutées sur une ressource de capacité C = 3.

Pour une tache ¢ € T" donnée et la donnée d’une date de fin au plus tét Ect € H,
les formules (2.51) et (2.52) sont intégrées dans les opérations élémentaires (ajout et
suppression d’éléments dans 'arbre) et utilisées pour calculer e, et Env, (i) sans changer
sa complexité connue étre en logn [76].

Avant de montrer que I’Algorithme 5 est correct, complet et est de complexité O(n?| H|logn),
montrons quelques propriétés de la boucle interne de la ligne 7. Soient ¢ € T une tache
et Ect € H une date de fin au plus tot (H trié dans 'ordre décroissant de ses valeurs).
Posons ©; := LCut(T,j, Ect,i) avec j € T = {1,2,...,n} (T trié dans l'ordre croissant
des dates de fin au plus tard) et O := ().

Proposition 2.10. Soient ¢ € T une tiche et Ect € H une date de fin au plus tot. Dans

‘ieme

I’Algorithme 5, nous avons avant la j itération de la boucle interne de la ligne 7 :

@j—l =0 et (253)



2.3 Le not-first /not-last 73
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FIGURE 2.5 — Calcule de Env(©,A) avec © = LCut(T,B,2,A) = {A,B,C,D}. Les
valeurs a la racine sont eg = 10 et Enuv,,,; = 12. Il est trivial que les condition du

not-first sont vérifiées car Env,oo = 12 > Cdp — co min(ect 4, dg) = 10.

Env(©,_1,1) = Env(0,1) (2.54)

Démonstration. Par récurrence sur le vecteur 7' = {1,2,...,n} o les taches sont triées
dans l'ordre croissant des dates de fin au plus tard.
Cas de base j = 1 : Etant donné une tache i € T et une date de fin au plus tot Ect € H,
aucune itération de la boucle interne de la ligne 7 n’est effectuée. Alors, © = () et aucune
enveloppe d’énergie n’est calculée. Parce que ©;_; = Oy = (), le cas de base est vérifié.
Etape de récurrence j — j + 1 : L’hypothése de récurrence est : pour tout j/ < j avant
la jme jtération de la boucle de la ligne 7, les relations (2.53) et (2.54) sont vérifiées.
Le vecteur T étant trié dans I'ordre croissant des dates de fin au plus tard, nous avons
©,-1 = 0,\{j}. Pour montrer I'étape de récurrence, nous distinguerons deux cas, a savoir
jEOBO et j¢oO,

Dans le premier cas, considérons j € ©;. Ici les conditions de la ligne 8 sont satisfaites
a la j"me itération de la boucle. D’aprés 'hypothése de récurrence on a © = 6;_;. L'en-
semble © est alors mis a jour a © U {j} (ligne 9). Par la suite, les conditions (2.53) et
(2.54) sont satisfaites.

Le second cas est j ¢ O;. Ici les conditions de la ligne 8 ne sont pas vérifiées. Parce que
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la tache j n’est pas dans I'arbre, il vient d’aprés I’hypothése de récurrence que ©; = 0;_4

et les conditions (2.53) et (2.54) sont satisfaites. O

Théoréme 2.11. L’Algorithme 5 est correct, complet et s’exécute en O(n?|H|logn) en

temps. Aprés son exécution, nous avons : LB, = LB; = max | r;, max ECT,
QCT\{i}v(Q,i)
def

avec v (Q2,1) = (r; < ECTq) A (eq + ¢; (min (ect;, dg) —rq) > C(dg —rq)) .

Démonstration. Nous montrons dans un premier temps que I’Algorithme 5 est correct et
complet, puis nous étudions sa complexité.

Complétude : L’Algorithme 5 est correct et complet si nous avons pour chaque téache
1€T:

LB; = LB; = max (ri, max ECTQ)
QCT\{i}v(2,9)

avec v (Q,1) ¥ (r; < ECTo) A (eq + ¢; (min (ect;, dg) — 1) > C (dg — o).

Soit i € T une tache. Il faut montrer que LB, = LB;. Si LB; = r;, alors nous avons
LB! > r; a cause de la ligne 11. Sans perdre la généralité, supposons r; < LB;. Alors il

existe un ensemble de taches 2 C T'\ {i} vérifiant :
LB; = ECTq N eq + ¢; (min (ect;, dg) — rq) > C (dg — 1q) . (2.55)

Soit j € € une tache vérifiant r; = rq et Ect := ECTy € H la date de fin au plus tot
de 'ensemble Q. Nous avons 2 C O, et par conséquent la condition (2.55) est satisfaite
pour 'ensemble ©; car Env(0;,i) > (C — ¢;)rq + eq > Cd; — ¢; min(ect;, d;). D’aprés la
Proposition 2.10, I’Algorithme 5 détecte les conditions du not-first (ligne 10 11) (confére
Théoréme 2.11) et ajuste la date de début au plus tot de la tache r; a LB, = Ect =
ECTqy = LB;. En d’autres termes, I’Algorithme 5 est correct et complet.

Complexité : Les boucles des lignes 1 et 15 sont de complexité O(n) en temps. La
seconde boucle externe (ligne 3 de complexité O(n)) contient une boucle interne (ligne 4 de
complexité O(|H|)) qui contient & son tour une boucle (ligne 7) de complexité O(n). Dans
cette derniére boucle, la complexité de la ligne 9 est de O(logn) en temps. La complexité

de la boucle externe (ligne 3) est alors O(n?|H|logn) en temps. Et la complexité totale

de I'algorithme est alors O(n) + O(n?|H|logn) + O(n) = O(n?*|H|logn). O
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2.3.3 Algorithme itératif de not-first en O(n?logn)

Dans cette section, nous décrivons un algorithme itératif de not-first cumulatif de com-
plexité O(n?log(n)). C’est un algorithme similaire a celui proposé pour 'edge-finding. 11
n’effectue pas nécessairement ’'ajustement maximal & la premiére itération, mais s’amé-
liore aux itérations subséquentes. Il atteint le méme point fixe que les autres algorithmes
de not-first [64, 39, 38, 37, 65]. Cet algorithme a été décrit dans [38] et étendu dans [42].

Comme pour I’Algorithme 5, nous utilisons une relaxation de la notion de coupe gauche
que nous appelons ici pseudo coupe gauche. Dans [39] et [38, 42] la méme notation est
utilisée pour les différentes versions de la coupe gauche. C’est le nombre de paramétres

qui varie. Pour des raisons de clarté nous noterons différemment la version relaxée.

Définition 2.9. Soient j et i deux tdches avec i # j. On appelle pseudo coupe gauche
de T par la tdache j relativement a la tache i [’ensemble de taches noté SLCut(T, j, i) et

défini comme suit :
SLCut(T,j,i) =Lk, k€T N k#i N r; <ecty N di <d;}. (2.56)

Comme dans le cas de I’Algorithme 5, nous utilisons la notion d’enveloppe d’énergie
pour détecter les conditions du not-first. Soient ¢ € 7" une tache et @ C T\ {i} un ensemble
de taches vérifiant les conditions du not-first i.e. r; < ECTg et eq+c;(min(ect;, dg)—rq) >
C(dg — rq). Le Théoréme 2.12 montre que les conditions du not-first sont satisfaites si et

seulement si il existe une tache j € T avec ¢ # j vérifiant
Env(SLCut(T, j,1),i) > Cdj — ¢; min(ect;, d;). (2.57)

Théoréme 2.12. Soit i € T une tache d’une instance de CuSP. Il existe un ensemble
de taches Q C T\ {i} vérifiant les conditions du not-first si et seulement si il existe une

tache j € T'\ {i} pour laquelle l'inégalité (2.57) est satisfaite pour les taches i et j.
Démonstration. Similaire & la preuve du Théoréme 2.10. O

Comme dans [38, 39|, nous supposons que 1'ensemble des taches T est trié dans l'ordre
croissant des dates de fin au plus tard. Avec ce tri des téaches, les ensembles SLCut(T), j, 1)

sont rapidement déterminés & partir des ensembles précédents i.e., si T = {j1, j2, -, Jn}
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alors SLCut(T,j1,i) € SLCut(T,js,i) C ... € SLCut(T,jn,i). Le principe de I'Al-
gorithme 6 est similaire a celui de I’Algorithme 5 & la différence que I'on supprime la
boucle sur 'ensemble H des dates de fin au plus tét et on détermine la date de fin au
plus t6t du plus petit ensemble des taches de SLCut(T, jmin,?) pour lequel la condition
Env(SLCut(T, jmin,1),1) > Cd,;

Jmin

— ¢;min(ect;, d;, . ) est satisfaite. Si cette condition

min

est vérifiée, alors la date de début au plus tot r; est ajustée a r; = ECT1cu(T,jmim i)-

Exemple 2.2. Considérons l'instance de CuSP de la Figure 1.7 avec T = {B,C, A, I}.
Les conditions de not-first sont satisfaites avec l'ensemble SLCut(T, A, I) = {B,C, A}.
La date de début au plus tot de la tache I est alors ajustée a ECTspcunr A = 3 qui n'est

pas le meilleur ajustement possible comme il a été montré dans I’Fxemple 1.8.

Comme dans I’Algorithme 5, pour réduire la complexité de I’algorithme, les ensembles
SLCut(T,j,i) sont organisés en arbres binaires équilibrés appelés O-tree. Les taches re-
présentent les feuilles et sont rangées de la gauche vers la droite dans ’ordre croissant des

r;. Chaque nceud v de I'arbre posséde les valeurs suivantes :

€y = €Leaves(v) (258)

Env,(i) = Env(Leaves(v), 1) (2.59)

ot Leaves(v) représente I'ensemble des tache du sous arbre de racine v. Pour une feuille

représentant une tache k € T, les valeurs dans l'arbre sont :
€y = €k

Env,(i) = Env({k},i) = (C — ¢;)ri + ex

Pour un noeud interne v, Ces valeurs peuvent étre calculées de maniére recursive a partir

de ses noeuds fils left(v) et right(v) tel qu’il est spécifié dans la Proposition 2.11.

Proposition 2.11. Pour une tiche i donnée, pour un neud interne v, les valeurs e, et

Env,(i) peuvent étre calculées par les formules de récurrence suivantes :
€y = €left(v) + Eright(v) (260)

Env, (i) = max{ Envie (o) (1) + €right(v), ENUright(v) (1)} (2.61)
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FIGURE 2.6 — Instance de CuSP de 5 taches devant étre exécutées sur une ressource de

capacité C' = 3.

Algorithm 6: Algorithme de Not-first en O(n?logn) en temps et O(n) en espace

Entrées: T ensemble de taches
Entrées: O : arbre binaire équilibré suivant les r; représentant les SLCut(T), j,1)
Sorties: LB] borne inférieure des dates de début au plus tét pour chaque téache i
1 for i € T'do
2 LB = r;
3 pour i € T faire

4 O :=0, minEct := +o0o;
5 pour j €T //T trié dans l’ordre croissant des dates de fin au plus tard faire
6 sir; <ectj A\j#1ialors
7 ©:=0U{j};
8 minEct := min(minEct, ect;);
9 si Env(0©, ¢;) > Cd; — ¢; min(ect;, d;) alors
10 LB := max (LB, minEct) ;
11 break;
12 pour ¢ € T faire
13 r; == LB,
Démonstration. Similaire & la preuve de la Proposition 2.9. U

Dans I’Algorithme 6, la boucle externe (ligne 3) parcourt I’ensemble des taches i € T'
formé des possibles taches non premiéres. La boucle interne (ligne 5) sélectionne la tache
j € T potentielle borne supérieure de la pseudo coupe gauche SLCut(T, j,4) dans 'ordre
croissant des dates de fin au plus tard. Si r; < ect; et j # i alors la tache j est ajoutée
a l'arbre © = SLCut(T, j,i) (ligne 7) et la date de fin au plus tot de l'ensemble O est
alors mise a jour pour refléter ECTy (ligne 8). Si la condition du not-first (2.45) est
satisfaite a la ligne 9, alors la date de début au plus tot de la tache i est ajustée a ECTg

(ligne 10). Le “break” de la ligne 11 nous permet de recommencer rapidement la détection
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e=9
Env(I) = 11
e=4 e=23
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e=2 e=2 e=3 e=2
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FIGURE 2.7 — Les valeurs de eg et Env(0©,1) pour © = SLCut(T,A,I) = {A,B,C,D}
sont obtenues a la racine de I’arbre eg = 9 et Env,,,; = 11. Il est évident que les conditions

de not-first sont satisfaites car Env,oe = 11 > Cdy — ¢y min(ect;, d4) = 10.

et Iajustement d’une nouvelle tache. A T'itération suivante de la boucle externe, © est
réinitialisé.

Avant de montrer que 1’Algorithme 6 effectue toujours un ajustement lorsque celui
est justifié par la régle not-first, montrons quelques propriétés de la boucle interne de la
ligne 5. Soit ¢ € T" une tache. Posons U, := SLCut(T, j,i) avec j € T (T trié¢ dans l'ordre

croissant des dates de fin au plus tard) et Wq := 0.

Proposition 2.12. Soit i € T une tache. Dans I’Algorithme 6, avant la j°™¢ itération
de la boucle interne de la ligne 5, nous avons :

O =06 (2.62)

ECTe, , = minEct et (2.63)

Env(©;_1,i) = Env(©,1) (2.64)

Démonstration. Similaire & la preuve de la Proposition 2.10. U

La Proposition 2.12 montre que Env(SLCut(T, j,i),i) et ECTspcuyr,j,i) sont correc-

tement calculés par I’Algorithme 6. Combiné au Théoréme 2.12, ceci justifie le fait que
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pour toute tache i, I’Algorithme 6 détecte correctement I'ensemble Q@ C T\ {i} pour lequel
la régle not-first est vérifice.

Dans le théoréme suivant, nous montrons que 1’Algorithme 6 posséde une propriété
légérement faible par rapport a celle de I’Algorithme 5. En effet elle effectue I’ajustement
d’une tache lorsque celle-ci est justifiée par la régle et cet ajustement n’est pas néces-
sairement maximal & la premiére itération. C’est l'approche similaire utilisée pour les

algorithmes d’edge-finding et d’extended-edge-finding.

Théoréme 2.13. Pour chaque tache i € T, et l’ajustement maximal de la date de début
au plus tot LB; tels que spécifiés dans la Définition 1.17, I’Algorithme 6 calcule une borne
inférieure LB}, telle que r; < LB, < LB; sir; < LB;, et LB, =r; sir; = LB;.

Démonstration. Soit i € T une tache. LB; est initialisée a r; (ligne 1). Aprés chaque
détection, les LB. sont mises a jour a max(LB., minEct) (ligne 10). Il s’en suit que
LB} > r;. Sion a LB; =r; alors aucune détection n’est faite par la régle, par conséquent,
par ’Algorithme 6, et d’aprés la boucle de la ligne 12, nous avons LB] = r;. Dans la suite
de la preuve, nous supposerons que r; < LB;.

Il existe alors un ensemble de taches 2 C T'\ {i} vérifiant :
LBZ = ECTQ N eq +¢; (mm (ecti, dQ) — TQ) > C (dQ — ’/’Q) . (265)

Soit j € 2 une tache vérifiant d; = dg. D’aprés la Définition 2.9 de pseudo coupe gauche de
T, Q C ¥;. Comme démontré dans la Proposition 2.12 et le Théoréme 2.12, I’Algorithme
6 détecte correctement les conditions du not-first lorsque 1'on considére ¢ & la boucle
externe et j a la boucle interne. De la définition de SLCut(T,j,i), nous avons r; <
ECTsicurji = ECTy; = minEct. Par la suite, aprés que les conditions de détection
soit satisfaites a la ligne 9, la date de début au plus tot de la tache i est ajustée a
LB = max(LB],minEct) = minEct > r;. Par conséquent, 1’Algorithme 6 est correct et

effectue chaque fois un ajustement lorsqu’il est justifié par la régle. O

2.3.4 Complexité pour ’ajustement maximal

D’aprés le Théoreme 2.13, I’ Algorithme 6 effectue toujours un ajustement de r; lorsqu’il
est justifié par la régle de not-first. Cependant, I'ajustement effectué n’est pas nécessai-

rement maximal a la premiére itération. Comme il existe un nombre fini d’ajustements,
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I’Algorithme 6 atteint le méme point fixe que les autres algorithmes complets de not-first.
Cette approche naive a été récemment utilisée pour réduire la complexité de I’edge-finding
en ordonnancement cumulatif [40]. Nous allons maintenant montrer que 1’Algorithme 6
effectue I’ajustement maximal aprés au plus |H| itérations ot H désigne l’ensemble de

différentes dates de fin au plus tot des taches.

Théoréme 2.14. Soit i € T wune tiche d’une instance E-Réalisable de CuSP. Soit H
lensemble de différentes dates de fin au plus tot des taches. Soit Q@ C T'\ {i} un ensemble
de tdches utilisé pour réaliser ’ajustement maximal de r; par la régle not-first. Alors

I’Algorithme 6 effectue l’ajustement mazximal de r; aprés au plus |H| itérations.

Démonstration. Soit j € T une tache vérifiant d; = dq. Soit Hj := {ect;,l € SLCut(T, j,1)}.
Les éléments de H jk peuvent étre considérés comme des classes de taches. Un élément ect;
représente 'ensemble des taches ayant ect; pour date de fin au plus toét. ’ensemble des
différentes dates de fin au plus tot des taches de SLCut(T, j,i) a la k' itération de I'Al-
gorithme 6. Si ’ajustement maximal n’est pas atteint apres cette itération, alors au moins
un élément est extrait (dans l'ordre croissant) de H ]k a la k + 1% itération. En effet, si
ala k™ et ala k + 17 itération, HF = H]’-ngl et 'ajustement maximal n’est pas atteint,
a aucune de ces itérations, I’Algorithme 6 détecte les conditions du not-first en utilisant
I'ensemble SLCut(T,j,i). Ainsi, & la k + 1'* itération, aucune nouvelle détection n’est
observée malgré le fait que ’ajustement maximal ne soit pas atteint. Ceci contredit le fait
que I’Algorithme 6 effectue toujours un ajustement lorsque celui-ci est justifié par la régle
not-first. Par conséquent, ’ajustement maximal de la date de fin au plus tot de la tache

i est atteint aprés au plus |H| < n itérations. O

La régle du not-first /not-last n’étant pas idempotente, I’ajustement des dates de début
au plus tot et de fin au plus tard n’est pas suffisant a la premiére itération pour atteindre
le point fixe. C’est en combinant plusieurs de ces ajustements et ceux réalisés par d’autres
propagateurs que ’on atteint le point fixe. Comme on le verra dans le chapitre suivant, les
algorithmes itératifs épousent trés bien la philosophie de la propagation des contraintes.
L’Algorithme 6 approchera rarement sa complexité pour 'ajustement maximal. Ces affir-

mations sont justifiées par les observations expérimentales ci-dessous.



CHAPITRE TROISIEME

RESULTATS EXPERIMENTAUX

Dans ce chapitre, aprés une description des problémes d’ordonnancement a moyens
limités encore noté RCPSP pour Resource Constrained Project Scheduling Problems,
nous présentons le cadre général dans lequel nous effectuons les évaluations des différents

algorithmes de filtrage proposés au Chapitre 2.

3.1 Le RCPSP

3.1.1 Description formelle et exemple de RCPSP

Un probléme de RCPSP est défini par la donnée d’un ensemble fini de ressources,
toutes de capacité finie, un ensemble fini de taches toutes liées par des contraintes de pré-
cédence ou contraintes d’antériorité. Chaque tache a une durée d’exécution et la quantité
de ressources requises pour son exécution. Il est question de déterminer la date de début
d’exécution pour chaque tache de sorte que les contraintes de précédence et de ressource
soient satisfaites i.e., pour chaque ressource, a tout instant, la capacité de la ressource

reste inviolée. Formellement le probléme se définit de la maniére suivante :

Définition 3.1. Une instance de RCPSP est définie par la donnée d’un 6-uplets (T, R, G, c,p, H)
ol
— T désigne l’ensemble de |T'| = n taches non interruptibles ou non-préemptives ;
— R l’ensemble des ressources. Chaque ressource k € R est de capacité Cy, ;
— G le graphe acyclique représentant les contraintes de précédence simple de la forme
1 << j pour signifier que la tdche j ne peut commencer qu’aprés l'exécution compléte

de la tache 1.

81
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— ¢y (1 €T and k € R) la quantité de la ressource k utilisée par la tiche i tout au
long de son exécution ;
—pi (i €T) la durée d’exécution de la tiche i € T ;
— H [’horizon du projet.
Une solution d’un RCPSP P = (T, R,G,c,p, H) est une affectation d’une date de début

s; € Z pour chaque tdiche i telle que
1. La durée totale du projet soit minimale

2. Les contraintes de précédence soient respectées :
Vi,jeT si i<j alors s;>s;+p; (3.1)
3. Les contraintes d’utilisation des resources sotent respectées :

Vt VkeR: > cin < Ch. (3.2)
1eT
S; <t <8+ pi

On représente couramment le projet par un graphe valué, orienté et sans circuit dans
lequel les sommets sont les taches, les arcs les relations de précédence et les poids la
durée des taches. On ajoute a ce graphe deux taches fictives de durées nulles représentant
respectivement le début et la fin du projet. La tache de début 0 précéde toutes les taches
du projet alors que la tache de fin n+ 1 succeéde toutes les taches du projet. On note aussi
1 < j pour signifier que la tache j ne peut commencer qu’apres 'exécution compléte de la
tache i. Si G = (V, E, p) désigne ce graphe potentiel-taches, alors V=T U {0,n + 1} et

E={(@,j)/i<jijeV}
Le RCPSP appartient a la classe des problémes combinatoires les plus difficiles. Garey
et Johnson [29] ont montré par une réduction au probléme de 3-partition que le probléme
d’ordonnancement a contraintes de ressources, et sans contraintes de précédence, avec une

unique ressource, est NP-difficile au sens fort.

Exemple 3.1 (Exemple d’instance du RCPSP). Nous reprenons ici l'exemple d’une ins-
tance de 7 taches s’exécutant sur 3 ressources proposé par Néron dans [57].
Dans le réseau a droite, chaque neud représente une tache (les taches 0 et 8 sont

les taches fictives de début et de fin du projet) avec sa consommation sur chacune des
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FIGURE 3.1 — Exemple d’instance du RCPSP tiré¢ de [22]

ressources, le cotdt des arcs représente la durée des taches. Le diagramme de Gantt a

droite est une solution optimale a ce probléme.

3.1.2 Meéthodes de résolution du RCPSP

Compte-tenu de l'intérét que suscite le RCPSP, il existe une littérature importante
concernant sa résolution, qu’on peut regrouper comme dans [46, 14| en trois catégories :

— les méthodes de calcul des bornes inférieures;

— les méthodes de calcul des bornes supérieures (résolution approchée) ;

— les méthodes de résolution exactes.

3.1.2.1 Les méthodes de calcul des bornes inférieures

Ces méthodes consistent & autoriser la violation de certaines contraintes du probléme
ou & la réduction du probléme initial & un probléme plus simple dont la solution fournit une
borne inférieure pour la valeur optimale du probléme initial. La relaxation des contraintes
de précédence conduit a I’obtention des bornes inférieures basées sur les ressources, comme
la borne énergétique, tandis que la relaxation des contraintes de ressources donnent des
bornes de chemin critique. Explicitement, il s’agit donc d’élargir I'espace des solutions
en autorisant certaines solutions irréalisables pour le probléme initial. Nous renvoyons le

lecteur au chapitre 3 de [14] et a [59, 31].
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3.1.2.2 Les méthodes de calcul des bornes supérieures (résolution approchée)

Ces méthodes sont généralement regroupées en heuristiques et métaheuristiques. Elles
sacrifient le caractére optimal de la solution pour obtenir, en un temps de calcul raison-
nable, des solutions sous-optimales de bonne qualité. Ces méthodes reposent généralement
sur un mécanisme de déplacement (aléatoire ou non) dans espace des solutions. Elles ne
sont pas exactes, mais permettent en général d’obtenir des solutions proches de I'optimum.

Nous renvoyons le lecteur au chapitre 3 de [14, 31].

3.1.2.3 Les méthodes de résolution exactes

Ces méthodes garantissent la complétude de la résolution et le caractére optimal des
solutions trouvées, mais sont cotiteuses en temps de calcul. Elles se caractérisent par une
exploration déterministe de ’espace de solutions. On peut regrouper les travaux sur la
résolution exacte du RCPSP en trois grandes familles : les travaux basés sur un branch-
and-bound [14, 31, 25|, ceux utilisant la programmation par contraintes (PPC) [14, 31,
17, 10, 60, 40, 43] et enfin ceux faisant appel & la programmation linéaire en nombres
entiers (PLNE) [46, 31, 4|. Cependant, dans la pratique, on retrouve assez souvent des
propositions de modéles combinant la PPC avec la PLNE [22, 31| ou utilisant la PPC en

prétraitement dans les branch-and-bound [31].

3.1.3 Quelques extensions du RCPSP [14, 22]

Il existe plusieurs variantes et extensions du RCPSP suivant que 'on accepte la pré-
emption des taches, I'ordonnancement simultané de plusieurs projets, que l'on généralise
les contraintes de précédence ou change le critére a optimiser.

Lorsque toutes les taches sont interruptibles ou préemptives, le probléme est dit pré-
emptif. Une tache préemptive est une tache dont on peut suspendre son exécution pour
un instant et reprendre bien plus tard. On peut également accorder plus de flexibilité
aux taches en faisant varier leur consommation de ressources pendant leur exécution. Les
taches sont alors décomposées en une partie ininterruptible & consommation fixe et un
ensemble de petites taches interruptibles. Ce nouveau probléme est considéré comme une

relaxation semi-préemptive du RCPSP.
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Dans le cas multi-mode, différentes alternatives sont envisagées, & chacune corres-
pond des durées et consommations fixes. Il peut s’agir d’alternatives temps/ressources (1
machine pendant 8 heures ou 4 machines pendant 2 heures) ou ressources/ressources (2
unités sur une ressource ou 1 unité sur 2 ressources). Capacités, consommations et du-
rées peuvent aussi varier en fonction du temps. Si les capacités varient, on se raméne a
considérer le cas des ressources partiellement renouvelables, ¢’est-a-dire, non-renouvelables
sur des intervalles de temps donnés, ce qui généralise les ressources renouvelables et/ou
non-renouvelables.

Dans le RCPSP, on peut généraliser les contraintes de précédence. La contrainte de

précédence 7 < j sera généralisée par la relation :
S; + dij S Sj (33)

ou d;; est un entier arbitraire. L'interprétation de la relation (3.3) dépend du signe de d;.
— Sid;; > 0, alors la tache j ne peut commencer qu’a d;; unités de temps aprés le
début de la tache .
— Sid;; <0, alors la date de début au plus tot de la tache j est —d;; unités de temps
avant le début de la tache i.
Pour d;; = p;, on retrouve la relation de précédence i < j. Ce type de contraintes de pré-
cédence complexes correspondent & des situations réelles de processus de fabrication. On
peut par exemple imposer qu'une tache ne puise commencer qu’aprés qu’une proportion

d’une autre (3/4, par exemple) soit terminée.

3.2 Cadre général

Dans ce paragraphe, nous présentons notre approche générale ainsi que les différents
ingrédients que nous avons incorporés dans notre approche par contraintes pour la réso-
lution du RCPSP. Les ingrédients introduits ici sont les plus simples car nous limiterons

notre discussion au RCPSP standard.
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3.2.1 Optimisation

Le RCPSP est un probléme d’optimisation. L’objectif est de déterminer une solution
avec un makespan (date de fin de projet) minimal. Comme décrit au Chapitre 1 (Pa-
ragraphe 1.1.4), plusieurs stratégies peuvent étre envisagées pour réduire la valeur de la
variable entiére makespan représentant le makespan. Dans nos expériences, nous utili-
sons I’horizon du projet tiré des données noté horizon pour initialiser le domaine des
variables y compris celui du makespan a l'intervalle d’entiers [0...horizon]. Nous résolvons
alors une succession de CSPs. Si le probléme initial n’a pas de solution, alors le probléme
d’optimisation n’a pas de solution sinon, tant que une solution existe, nous ajoutons a
la nouvelle instance de CSP la contrainte suivant laquelle le makespan est inférieur a sa

valeur courante. La derniére solution trouvée est une solution optimale du probléeme.

3.2.2 Stratégie de sélection et de branchement

Une procédure de branchement avec la propagation de contraintes est utilisée a chaque
noeud de 'arbre de recherche pour déterminer une solution du CSP. Dans la littérature,
il existe plusieurs stratégies de branchement allant des plus complexes aux plus simples
[9] pour la résolution du RCPSP. On distinguera chaque fois le branchement dynamique
du branchement statique.

— Au cours du branchement dynamique, & chaque noeud de 'arbre de recherche, les
variables dont le rapport entre la longueur du domaine et le degré de contraintes sera
minimale sont sélectionnées. Pour cette variable pris dans I'ordre chronologique, on
choisit sa valeur minimale.

— Pour le branchement statique, on choisira & chaque noeud de ’arbre de recherche la
premiére tache non ordonnancée (pris dans l'ordre chronologique) et pour celle-ci,
on lui attribuera sa plus petite valeur.

La recherche de la date minimale de fin du projet se fera avec du "branch and bound".

3.2.3 Propagation des contraintes

Pour le RCPSP, il existe deux contraintes, a savoir la contrainte de précédence et la

contrainte de ressource. La propagation de la contrainte de précédence se fera par une série
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de relations linéaires entres les dates de début et de fin des taches. Les taches s’exécutent
sur des ressources de capacité finie. ’exécution d'un ensemble de taches sur une ressource
sera modélisé avec la contrainte cumulative. Cette contrainte globale est constituée tres
souvent de plusieurs algorithmes de filtrage tous effectuant différents ajustements. La
base de nos propagateurs cumulatifs sera faite de l’edge-finding, du overload checking et
du timetabling. On pourra par la suite combiner ces algorithmes de filtrage avec d’autres

tels que l'extended edge-finding, le not-first /not-last, le timetable edge finding,.

3.3 Evaluation de ’edge-finding

Nous avons mené nos expériences sur les instances de RCPSP obtenues de bench-
marks bien connus. Les instances de la librairie PSPLib [49] contenant les ensembles J30,
J60, J90 et chacun comprenant 480 instances de 30, 60 et 90 taches respectivement. Les
instances de la librairie BL de Baptiste et Le Pape [8] qui sont réputées fortement cumu-
latives comprenant 40 instances de 20 et 25 taches. Pour comparer la vitesse des quatre
propagateurs, nous avons analysé le temps nécessaire pour trouver un makespan optimal.
Chaque instance a été exécutée trois fois, et la meilleure solution a alors été considérée.

Les tests sont effectués sur un processeur Core i7 intel, CPU 3.07 ghz avec un temps
limite de 300 secondes. Les algorithmes de filtrage ont été implémentés en C-++ sur le
solveur de contraintes Gecode 3.7.3 [30|. Les propagateurs suivants ont été implémentés :

— THETA : C’est le propagateur de la contrainte cumulative de Gecode pour des
taches de durées fixées qui utilise une implémentation de 1’algorithme d’edge-finding
de complexité O(knlogn) de [75], combiné a l’algorithme de vérification de I'intégrité
des intervalles (overload checking) et le timetabling.

— QUAD : C’est une version modifice de THETA dans laquelle Ialgorithme de fil-
trage d’edge-finding utilisant le ©-tree est substitué par notre nouvel algorithme
quadratique d’edge-finding [40].

— MVH : C’est une version modifiée de THETA dans laquelle I'algorithme de filtrage
d’edge-finding utilisant le O-tree est substitué¢ par 'algorithme d’edge-finding de
Mercier et Van Hentenryck [54].

— TTEF : C’est une autre version modifiéce de THETA dans laquelle I'algorithme de
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TABLE I Comparaison de THETA, QUAD, MVH, TTEF pour le branchement dyna-

mique.

J30 J60 J90 BL

solve time nodes solve time nodes solve time nodes solve time nodes

MVH 377 1 332 334 1 325 322 1 314 38 0 10
THETA 381 0 333 336 0 325 322 0 314 40 0 12
QUAD 386 250 333 336 117 325 324 61 314 40 15 12
TTEF 378 136 364 327 219 316 317 263 310 39 25 29

filtrage d’edge-finding utilisant le O-tree est substitué par 'algorithme du timetable
edge finding de Vilim [77].

3.3.1 Branchement dynamique

3.3.1.1 Le temps CPU

Le Tableau I compare les quatre propagateurs lorsque le branchement est dynamique.
Il y est indiqué le nombre d’instances résolues (solve), rapidement (time), avec trés peu
de nceuds (nodes). Le propagateur QUAD est capable de déterminer la solution optimale
(avant le temps limite) dans la majorité des instances étudiées. De plus sur J30, QUAD
a le meilleur temps dans plus d’instances que tous les autres propagateurs. Par contre,
sur les ensembles J60, J90 et BL, TTEF est meilleur en général. L’écart de performance
entre QUAD et TTEF s’agrandit d’avantage en faveur de TTEF sur les instances réputées
difficiles (J60 et J90).

La comparaison des propagateurs QUAD et THETA montre que QUAD est meilleur
dans tous les cas. Dans le propagateur THETA, la complexité de 'algorithme d’edge-
finding dépend de £ (le nombre de différentes consommations en ressource des téches).
On g’attendrait qu’au cours de nos évaluations, la performance de QUAD croisse avec
la valeur de k. La Figure 3.2 compare le rapport des vitesses de QUAD sur THETA
en fonction de la valeur moyenne de k sur les instances de la librairie (a) BL et (b)

PSPLib. L’aire des rectangles est proportionnelle a la racine carrée du nombre d’instances
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pour chaque valeur de k. Aux extrémités des rectangles, sont représentés les données les
plus hautes/basses & moins de 1,5 fois 'écart interquartile, les valeurs marginales sont
individuellement représentées. Nous avons représenté séparément BL et PSPLib car ces
instances sont générées avec des parameétres différents. Il apparait que chaque instance a

soit 3 (BL) ou 4 (J30, J60, J90) ressources avec différentes valeurs de k.

1.6

= —

€| o — - Iean |

E“’., s — median |
“ of

> o

A =L

9’;00.7 o ‘ |
QH i L

DC\] "

ol | _r

8H L + 1 1 | |

o 1.33 2 2.67 3.33 5 6 7 8 9 10
(a) mean k-value for BL20, BI (b) mean k-value for J30, J60. JOI

FIGURE 3.2 - QUAD/THETA en fonction de k sur (a) BL et (b) PSPLib.

Dans la plupart des cas, TTEF est plus rapide que QUAD. Mais, avec un peu de
recul, lorsqu’on examine la distribution du rapport de la vitesse de QUAD sur TTEF
(Figure 3.3 (a)), on s’aper¢oit que les temps d’exécution sont trés proches dans la plupart
des cas. La partie bleue de chaque bare représente les instances pour lesquelles au moins
une fois, I'un des propagateurs a modifi¢ le domaine d’une variable et la partie rouge la
totalité des instances ou la solution optimale a été trouvée. Il y existe aussi plusieurs cas
ou QUAD est plus rapide que TTEF. Ceci peut étre di a I'utilisation d’un branchement
dynamique. C’est pour cela que nous avons effectué plus loin une comparaison similaire

des deux propagateurs pour un branchement statique.

3.3.1.2 Les nceuds

Le Tableau II donne un résultat plus détaillé sur la comparaison du nombre de nceuds
dans l'arbre de recherche de la solution optimale des différents propagateurs. Dans ce
tableau, nous indiquons le nombre de fois o le propagateur de gauche a généré moins
de nceuds que celui de dessus sur chacune des instances, la totalité des instances étant

prise en compte. Seules les instances pour lesquelles les deux propagateurs considérés ont
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trouvé la solution optimale avant le temps limite sont reportées dans ce tableau.

Dans [40], nous signalions qu’il y a un petit nombre d’instances sur lequel le nombre
de nceuds entre THETA et QUAD différe, particuliérement, dans environ 1% des cas.
Ceci est contradictoire au résultat obtenu ici car il apparait que les deux propagateurs
ont exactement le méme nombre de ncoeuds, donc atteignent le méme point fixe & chaque
noeud de 'arbre de recherche. Une suite d’enquétes a révélé que cette différence de nocuds
¢tait da a 'implémentation de P'algorithme de ©-tree de [75] qui (dans les versions an-
térieurs a 3.7.2) manquait quelques ajustements (pour une description plus détaillée des
manquements voir [67]).

En utilisant Gecode 3.7.3, le nombre de nceuds de QUAD et THETA est identique
dans tous les cas, exactement comme on 'avait espéré pour deux propagateurs effectuant
les mémes ajustements. La différence de nocuds entre ces deux propagateurs et MVH était
aussi a espérer. Ceci est di a la régle (EF1) ajoutée seulement plus tard dans les deux
autres algorithmes.

Le nombre de nceuds de TTEF et QUAD est différent sur plusieurs instances, en faveur
de 'un comme de 'autre. Ceci prouve que les deux algorithmes effectuent différents degrés
d’ajustement, confirmant ainsi la non domination du timetable edge finding sur 'edge-

finding.

TABLE II Comparaison détaillé du nombre de noeuds dans 'arbre de recherche de la

solution optimale.

MVH THETA QUAD TTEF

MVH — 0 0 43
THETA 13 — 0 46
QUAD 13 0 — 46

TTEF 89 92 96 —
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TABLE III Comparaison de THETA, QUAD et TTEF pour le branchement statique.

J30 J60 J90 BL

solve time nodes solve time nodes solve time nodes solve time nodes

THETA 340 0 317 311 0 301 316 0 309 33 0 1
QUAD 345 191 319 312 105 301 316 71 309 35 3 1
TTEF 348 157 343 315 211 308 316 245 314 35 32 35

3.3.2 Branchement statique

3.3.2.1 Le temps CPU et le nombre de nceuds

Dans 'optique de minimiser I'effet du branchement sur la propagation des contraintes
(avec un branchement dynamique, méme un faible algorithme de filtrage peut avoir de
trés bon résultats), nous avons testé nos algorithmes avec un branchement statique. Pour
ce cas, nous avons laissé de coté le propagateur MVH qui était un peu plus lent que les
autres.

Le Tableau III résume le nombre d’instances dont chacun des propagateurs a déterminé
la solution optimale avant le temps limite (solve), avec un meilleur temps (time), en
parcourant un arbre de recherche réduit (nodes) pour le branchement statique.

Etant donné que les propagateurs THETA et QUAD effectuent les mémes ajustements,
le changement de systéme de branchement n’a aucune influence sur ces propagateurs. C’est
pourquoi nous allons nous focaliser sur la comparaison de TTEF et QUAD.

En général, avec un branchement statique, le propagateur TTEF reste meilleur dans
la plupart des cas mais avec une différence qu’ici, I’écart est un peu réduit par rapport
au cas du branchement dynamique. Le Tableau IIT montre que TTEF est en mesure de
solutionner 6 instances supplémentaires par rapport a QUAD. Sur J30, QUAD reste le
propagateur le plus rapide alors que sur J60, J90 et BL, TTEF est le plus rapide. Sur
36 instances de PSPLib et 34 instances de BL, il y a réduction du nombre de nceuds du
propagateur TTEF alors qu’il n’existe pas d’instances sur lesquelles le nombre de nocuds
de QUAD est inférieur a celui de TTEF.

La Figure 3.3 (b) montre la distribution du rapport de la vitesse de QUAD sur TTEF
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pour le branchement statique. On s’apercoit que le résultat est similaire & celui du branche-
ment dynamique. La distribution a un pick au dessus de 1 (représentant le cas ot QUAD
et TTEF ont pratiquement le méme temps d’exécution) et un étalage vers la gauche (re-
présentant le cas ou TTEF est meilleur par rapport & QUAD). Il apparait qu’en général,
TTEF est plus rapide que QUAD mais cette fois ci avec une marge d’écart un peu réduite.

Le temps d’exécution de TTEF est dans la plupart des cas au plus égal a 2 fois celui de

QUAD.

3.3.2.2 Nombre de propagations

Nous avons démontré au Chapitre 2 que la complexité de notre algorithme pour 'ajus-
tement maximal est de O(n?). Donc, ce n’est qu'aprés n itérations que notre algorithme
pourra effectuer ce que THETA fait en une itération. Dans la pratique, notre algorithme
nécessite rarement des itérations supplémentaires pour effectuer 1’ajustement maximal.
Nous avons pour cela compté le nombre de propagations de chaque propagateur. La Fi-
gure 3.4 résume les résultats. Dans la plupart des cas, QUAD et TTEF ont le méme nombre
de propagations que THETA. Il y a une faible proportion d’instances ot le nombre de
propagations est différent et cette différence est assez faible. On remarque qu’il y a des
cas pour lesquels les propagateurs itératifs (QUAD ou TTEF) ont un nombre réduit de
propagations par rapport au propagateur complet THETA. On peut aussi observer que

TTEF est plus itératif que QUAD comme 'avait déja indiqué Vilim dans [77].

3.4 Evaluation de I’extended edge-finding

I1 est démontré dans [9, 10| que 1'edge-finding ne domine pas l'extended edge-finding.
C’est pourquoi il est nécessaire de combiner les deux algorithmes de filtrage pour plus
de filtrage. Il est question ici d’évaluer I'apport de 'extended edge-finding lorsqu’il est
combiné a l’edge-finding. Pour cela nous comparons notre algorithme quadratique d’ex-
tended edge-finding combiné a l’edge-finding & notre algorithme d’edge-finding seul [40)].
Les propagateurs suivants ont été implémentés :

— EEF : C’est le propagateur de la contrainte cumulative pour des taches de durées

fixées qui utilise une implémentation de 'algorithme d’edge-finding de complexité
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O(n?) de [40] et l'algorithme d’extended edge-finding de [43] (c’est 1'algorithme
quadratique proposé dans cette thése), combiné a l'algorithme de vérification de
I'intégrité des intervalles (overload checking) et le timetabling. A chaque point fixe
de I'edge-finding, nous exécutons I’Algorithme 4 et ce procédé est répété jusqu’a ce
que le point fixe global soit atteint.

— EF : C’est une version modifice de THETA dans laquelle I'algorithme de filtrage
d’edge-finding utilisant le O-tree est substitué¢ par 'algorithme d’edge-finding de
complexité O(n?) de [40].

Les tests ont été effectués sur les ensembles J30, J60, J90 des instances de la librairie
bien connue PSPLib [49] et ’ensemble BL de la librairie de Baptiste et Le Pape [8], sur un
Intel Pentium(R) Dual Cores processor, CPU 280 GHz, 1 GB de RAM avec un temps limite
de 120 secondes. De plus, toutes les instances de J30, J60 et J90 (resp. BL) nécessitant
plus de 5000 backtracks (resp. 20000 backtracks) sont comptées comme des échecs.

Nous distinguons pour cette évaluation empirique deux types de branchement : le
branchement dynamique et le branchement statique.

— Pour le branchement dynamique, on choisissons & chaque nceud de 'arbre de re-
cherche, la tache dont la longueur du domaine sur le degré de contraintes est mini-
male. S’il en existe plusieurs vérifiant ce critére, alors nous choisissons la tache ayant
la plus petite borne supérieure. Pour cette tache, nous lui attribuons sa plus petite
valeur.

— Au branchement statique, nous choisissons la premiére tache non ordonnancée prise
dans l'ordre chronologique. Pour cette tache, nous lui attribuons sa plus petite va-

leur.

3.4.1 Branchement dynamique

3.4.1.1 Le temps CPU

Le Tableau IV donne le nombre d’instances pour lequel chaque propagateur détermine
la solution optimale (solve), avec le temps CUP le plus réduit (time), et en parcourant
le plus petit nombre de noeuds (nodes). Il apparait que EF est en général plus rapide,

mais il existe quelques instances sur lesquelles EEF est plus rapide que EF. On remarque



3.4 Evaluation de I’extended edge-finding 96

tu\ T T T T T T T T T T T T >
10%
10°¢
/qg 100? ?
- | il
£l 107127 é
10_2§ ¢ . eBL | |
" =330 | |
- 4T o 2J60 |
103 um =J90 | |
[ Lol Ll Lol Ll Lol |

1073 1072 107t 10° 10¢ 102

(a) EEF (sec)

FIGURE 3.5 — Temps d’exécution de EF vs. EEF pour les instances résolues par les deux

propagateurs lorsque le branchement est dynamique.

également que EEF parcourt exactement le méme nombre de noeuds que EF sur J30, J60
et J90.

Dans les Figures 3.7 et 3.5 les coordonnées des points du nuage de points sont :

— la durée d’exécution du propagateur EEF pour ’abscisse ;

— la durée d’exécution des propagateurs EF pour 'ordonnée.

La droite d’équation y = = (la premiére bissectrice) est représentée pour servir de refé-
rentiel. Ainsi, lorsqu’un point se trouve au dessus de cette droite, alors la caractéristique
du propagateur en abscisse est inférieure a celle du propagateur en ordonnée.

La Figure 3.5 compare le temps d’exécution de EF et EEF pour le branchement dyna-
mique. Il apparait que EF est plus rapide que EEF dans la plupart des instances, mais sur
quelques instances, le propagateur EEF est plus rapide que EF. La vitesse du propagateur
EF est en moyenne 1,474 fois plus rapide que celle du propagateur EEF sur BL, 1,16 fois
plus rapide sur J30 et 1,296 fois plus rapide sur J90. Par contre, le propagateur EEF est

en moyenne plus rapide que EF sur J60 avec un facteur de 1,57.
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TABLE IV Comparaison de EF et EEF pour la recherche d’une solution optimale lorsque

le branchement est dynamique.

J30 J60 J90 BL

solve time nodes solve time nodes solve time nodes solve time nodes

EF 354 335 0 334 301 0 321 319 0 30 25 0
EEF 354 19 0 334 33 0 321 2 0 30 0 4

3.4.1.2 Le nombre de nceuds

D’aprés le Tableau IV, la combinaison de ’edge-finding et de I'extended edge-finding
n’apporte aucun gain en terme de noeuds sur les instances des ensembles J30, J60 et J90.
Par contre, sur les instances de ’ensemble BL, 4 des 30 instances résolues ont vu leur
nombre de noeuds réduit. Ceci est compréhensif car les instances de BL sont réputées

fortement cumulatives [8].

3.4.1.3 Le nombre de propagations

D’aprés la Figure 3.6 (a), la combinaison de I’extended edge-finding et de ’edge-finding
a réduit le nombre de propagations dans certains cas du branchement dynamique. Mais

en majorité, les deux propagateurs ont le méme nombre de propagations.

3.4.2 Branchement statique

3.4.2.1 Le temps CPU

Comme pour le cas dynamique, le Tableau V donne le nombre d’instances pour les-
quelles chaque propagateur détermine la solution optimale (solve), avec le temps CUP le
plus réduit (time), et en parcourant le plus petit nombre de nceuds (nodes). Il apparait
que EF est en général plus rapide, mais il existe quelques instances sur lesquelles EEF
est plus rapide que EF. On remarque également que EEF parcourt exactement le méme
nombre de nceuds que EF dans tous les cas.

La Figure 3.7 compare le temps d’exécution de EF et EEF pour le branchement sta-
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FIGURE 3.7 — Temps d’exécution de EF vs. EEF pour les instances résolues par les deux

propagateurs lorsque le branchement est statique.

tique. Il apparait que EF est plus rapide que EEF dans la plupart des instances, mais sur
quelques instances, le propagateur EEF a été plus rapide que EF. La vitesse du propa-
gateur EF est en moyenne 1,479 fois plus rapide que celle du propagateur EEF sur BL,
1,303 fois plus rapide sur J30, 1,294 fois plus rapide sur J60. Par contre, le propagateur
EEF est en moyenne plus rapide que EF sur J90 avec un facteur de 1,33.

3.4.2.2 Le nombre de nceuds

Lorsque les effets du branchement dynamique sont annulés, on remarque que, la com-
binaison de I’edge-finding et de I'extended edge-finding n’apporte aucun gain en terme de

neeuds sur toutes les instances de nos deux librairies (voir Tableau V).

3.4.2.3 Le nombre de propagations

Comme c’était déja le cas pour le branchement statique, la Figure 3.6 (b) montre
que la combinaison de I'extended edge-finding et de I’edge-finding a réduit le nombre de

propagations dans certains cas. Mais en majorité, les deux propagateurs ont le méme
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TABLE V Comparaison de EF et EEF pour la recherche d’une solution optimale lorsque

le branchement est statique.

J30 J60 J90 BL

solve time nodes solve time nodes solve time nodes solve time nodes

EF 332 256 0 319 280 0 325 315 0 23 23 0
EEF 332 76 0 319 39 0 325 10 0 23 0 0

nombre de propagations.

3.5 Evaluation du not-first /not-last

Nous comparons dans cette section les deux algorithmes de not-first /not-last présentés
au Chapitre 2. Il est aussi question d’évaluer 'apport du not-first /not-last lorsqu’il est
combiné & l'edge-finding.

Les tests ont été effectués sur les ensembles J30, J60 et J90 des instances de la librairie
PSPLib [49] et I’ensemble BL de la librairie de Baptiste et Le Pape [8]. Les tests sont
effectués sur un Intel Pentium(R) Dual Cores processor, CPU 280 GHz, 1 GB de RAM
avec un temps limite de 120 secondes. Toutes les instances de J30, J60 et J90 (res. BL)
nécessitant plus de 5000 backtracks (resp. 20000 backtracks) sont comptées comme des
échecs. Nous considérons uniquement le branchement dynamique, i.e., choisissons la tache
pour laquelle le rapport de la longueur du domaine sur le degré de contraintes est minimal.
S’il existe plusieurs taches vérifiant ce critére, alors nous choisissons la tache ayant la plus
petite borne supérieure. Pour cette tache, nous lui attribuons sa plus petite valeur.

Les propagateurs suivants ont été implémentés :

— EF : C’est le propagateur de la contrainte cumulative pour des taches de durées
fixées qui utilise une implémentation de 'algorithme d’edge-finding de complexité
O(n?) de [40] combinée avec le timetabling et 'overload checking.

— N2L : C’est une version modifice de EF dans laquelle 'algorithme itératif de not-
first /not-last (Algorithme 6) est ajouté. A chaque noeud de I'arbre de recherche, si
le point fixe de 'edge-finding est atteint, alors I’Algorithme 6 [38, 42] est exécuté.



3.5 Evaluation du not-first/not-last 101

Ce procédé est répété jusqu’a ce que le point fixe global soit atteint.

— N2HL : C’est une version modifiée de N2L dans laquelle I’algorithme itératif de not-
first /not-last (Algorithme 6) est substitué¢ a Ialgorithme complet de not-first/not-
last (Algorithme 5) [39].

3.5.1 Le temps CPU

Le Tableau VI donne le nombre d’instances pour lesquelles chaque propagateur déter-
mine la solution optimale (solve), avec le temps CUP le plus réduit (time), et en parcourant
le plus petit nombre de noeuds (nodes). Il apparait que EF est en général plus rapide, mais
il existe quelques instances sur lesquelles N2L est plus rapide que EF. On remarque éga-
lement que N2L parcourt trés peu de nceuds que EF dans la plupart des instances de
I’ensemble BL.

Dans les Figures 3.8 (a) et (b), les coordonnées des points du nuage de points sont :

— la durée d’exécution du propagateur N2L pour ’abscisse ;

— la durée d’exécution des propagateurs EF ou N2HL respectivement pour ’ordonnée.
La droite d’équation y = = (la premiére bissectrice) est représentée pour servir de refé-
rentiel. Ainsi, lorsqu’un point se trouve au dessus de cette droite, alors la caractéristique
du propagateur en abscisse est inférieure a celle du propagateur en ordonnée.

La Figure 3.8 (a) compare le temps d’exécution de EF et N2L. Il apparait que EF est
plus rapide que N2L dans la plupart des instances, mais sur quelques instances de J60 et
BL, le propagateur N2L est plus rapide que EF. La moyenne des temps d’exécution du
propagateur EF sur celle du propagateur N2L est de 0,687 sur BL, 0,541 sur J30, 0,724
sur J60 et 0,371 sur J90.

La comparaison du temps d’exécution de N2L et N2HL est donnée sur la Figure 3.8
(b). Nos résultats montrent que le propagateur N2L est plus rapide que N2HL dans tous
les cas avec une vitesse moyenne croissante avec la taille de l'instance. La moyenne des
temps d’exécution du propagateur N2L sur celle du propagateur N2HL est de 3,21 sur
BL; 5,42 sur J30; 9,40 sur J60 et 13,93 sur J90.
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TABLE VI Comparaison de EF, N2L et N2HL pour la recherche d’une solution optimale.

J30 J60 J90 BL

solve time nodes solve time nodes solve time nodes solve time nodes

EF 354 346 0 333 304 0 322 321 0 30 25 0
N2L 354 8 12 333 29 3 321 0 6 30 ) 20
N2HL 352 0 12 331 0 3 316 0 6 30 0 20

3.5.2 Le nombres de noeuds

D’apreés le Tableau VI, la combinaison de I’edge-finding et du not-first /not-last a permis
la réduction du nombre de noecuds dans I’arbre de recherche par rapport a l'utilisation de
I’edge-finding seul sur la majorité des instances de BL. Ceci est comprehensible car les
instances de BL sont réputées fortement cumulatives [8], par conséquent plus adéquat
pour la propagation. 67% des instances de BL sont influencées par I’ajout du 'algorithme
de not-first /not-last alors que seulement 2,1% des instances de la librairie PSPLib le sont.
(voir Figure 3.9).

Pour ce qui est de la comparaison du nombre de nocuds de N2L et N2HL, il apparait
que les deux propagateurs ont le méme nombre de nceuds. Ceci implique que les deux

propagateurs atteignent le méme point fixe a chaque noeud de I'arbre de recherche.

3.5.3 Le nombre de propagations

D’aprés la Figure 3.10 (a), la combinaison du not-first /not-last et de l’edge-finding a
réduit le nombre de propagations dans certains cas. Le nombre de propagations de EF est
toujours inférieur ot égal au nombre de propagations de N2L ou N2HL. Ceci se traduit
par 'étalement de la distribution a la droite de 1 et peut étre interprété comme suit :
certains ajustements du not-first /not-last sont puissants au point de réduire le nombre de
propagations de tout le systéme.

Dans la Figure 3.10 (b), On peut observer que les propagateurs N2HL et N2L ont le
méme nombre de propagations dans la large majorité des cas. Mais, il existe quelques

instances sur lesquelles le nombre de propagations de N2HL est inférieur & celui de N2L.
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Ceci est tout a fait normal, car on se rappelle que N2L contient le not-first /not-last itératif
qui effectue l'ajustement maximale de N2HL aprés |H| itérations ou H désigne I’ensemble
de différentes dates de fin au plus tot des taches. Le nombre d’itérations requis par N2L

pour l'ajustement maximal atteint rarement |H| dans la pratique.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué une évaluation empirique des algorithmes présen-
tés au Chapitre 2. Il ressort que, malgré la complexité cubique pour I’ajustement maximal,
notre algorithme quadratique d’edge-finding est toujours plus rapide que 'algorithme O-
tree d’edge-finding de Vilim. Nous avons également apporté une preuve que le timetable
edge finding ne domine pas ’edge-finding. Les résultats montrent aussi que lorsque notre
algorithme quadratique d’extended edge-finding est combiné a ’edge-finding, il y a dans
cetains cas réduction du temps d’exécution et pour les instances fortement cumulatives,
réduction du nombre de noeuds. Enfin, malgré le fait que nos algorithmes de not-first /not-

last ont la méme complexité pour l'ajustement maximal, I'algorithme itératif est plus
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rapide dans la pratique. L’apport de cette régle lorsqu’elle est combinée a ’edge-finding

est significatif en terme de temps et de nceuds.



Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons présenté plusieurs algorithmes de filtrage de la contrainte
de ressource pour les régles d’edge-finding, d’extended edge-finding et de not-first /not-last.
Pour chacune des régles, nous avons mené une comparaison théorique et expérimentale
des différents algorithmes de propagation avec ceux de la littérature.

Pour ce qui est de ’edge-finding, nous avons proposé un algorithme quadratique basé
sur une approche originale utilisant les notions de densité maximale et de marge minimale.
Le nouvel algorithme n’effectue pas nécessairement l'ajustement maximal & la premiére
itération, mais s’améliore aux itérations subséquentes. Alors que la complexité de notre
algorithme ne domine pas strictement celle de Vilim [75], les résultats expérimentaux
montrent qu’il est en moyenne trois fois plus rapide que celui-ci. Nous avons démontré
que le timetable edge finding ne domine pas l'edge-finding. Ce qui contredit le résultat
annoncé par Vilim [77| suivant lequel la conjonction de 1'edge-finding et 1'extended edge-
finding est dominée par le timetable edge finding.

Dans le cas de 'extended edge-finding, nous avons montré que la seconde phase de
lalgorithme d’extended edge-finding de Mercier et Van Hentenryck [54] est incorrect.
Nous avons proposé un algorithme quadratique d’extended edge-finding similaire & celui de
I’edge-finding. Le nouvel algorithme utilise la notion de marge minimale et est plus efficace
au point fixe de I'edge-finding. Nous avons montré que le point fixe de nos algorithmes
d’edge-finding et d’extended edge-finding n’est pas dominé par la conjonction des deux
régles. Comme pour 'edge-finding, nous avons démontré que le timetable edge finding ne
domine pas I'extended edge-finding. Ce qui contredit le résultat annoncé par Vilim [77].

Dans le cas du not-first /not-last, nous proposons deux algorithmes 1'un complet et

l'autre itératif. L’algorithme complet est de complexité O(n?|H|logn), [39] améliorant
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ainsi la complexité du meilleur algorithme complet de la littérature qui est O(n®logn)
[64] car |H| < n. Nous proposons par la suite un algorithme itératif de not-first /not-last de
complexité O(n? log n) n’effectuant pas nécessairement I’ajustement maximal & la premiére
itération. Alors que sa complexité pour I'ajustement maximal est de O(n?|H|logn), les
résultats expérimentaux montrent que ce nouvel algorithme est plus rapide que la version
compléte.

Des trois régles de filtrage étudiées dans cette thése, il ressort que dans chaque cas,
les algorithmes itératifs lorsqu’ils sont de bonne complexité sont plus rapides que les algo-
rithmes complets dans la pratique. Ce fut déja le cas pour le not-first /not-last disjonctif
[70, 74]. 11 serait intéressant d’adapter de telles approches pour les autres variantes des
problémes d’ordonnancement cumulatifs (RCPSP /max etc...) afin de voir si ce résultat se
généralise dans les autres cas.

Alors que les techniques de propagation des contraintes sont montrées trés efficaces
dans le cas disjonctif, elles restent encore prometteuses dans la cas cumulatif. C’est pour-
quoi, il serait intéressant d’explorer la possibilité d’intégrer dans ces algorithmes de fil-
trage, du raisonnement énergétique (tout en conservant la complexité) pour booster le
propagateur et réduire davantage I’arbre de recherche. Un début de solution est déja pro-
posé dans [36, 44, 77|, mais un approfondissement de cette voie apportera probablement
un bon résultat.

Malgré nos efforts, la complexité des algorithmes de propagation que nous avons pro-
posés reste élevée (quadratique dans le meilleur des cas) en comparaison au cas disjonctif.
Nous comptons poursuivre nos recherches sur la résolution des problémes d’ordonnance-
ment avec la programmation par contraintes pour réduire davantage la complexité des
algorithmes de filtrage et augmenter leur puissance par I'ajout du raisonnement énergé-

tique.
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Annexe

Cette thése a été déposée en Février 2012 et les premiers rapports (04) tous positifs
obtenus en Juin 2012. Malheureusement, c’est en Janvier 2014 que nous avons déposé
une nouvelle fois le travail suite a la création du Centre de Recherche et de Formation
Doctoral (Sciences, Technologies et Géosciences). Nous avons obtenu une autorisation de
soutenance en Aoiit 2014 et la soutenance a eu lieu le 30 Septembre 2014.

Pendant cette période seul notre papier [1] était accepté mais ce n’est qu’en Février
2013 qu’elle a parue. Les autres publications [2, 3| tirées de la thése, ont été finalisées
durant la longue attente et ’extension annoncé dans les perspectives amorcé dans [4]. Au
cours de cette méme période, plusieurs travaux ont été réalisés citant notre algorithme
d’edge-finding. C’est par exemple la cas des theéses de Alexis De Clercq et de Arnaud
LETORT |[5, 6] et le mémoire de master de Pierre Ouellet [7]. Dans [5, 6], les auteurs
s’intéressent particuliérement du probléme de balayage alors que Pierre Ouellet propose
un algorithme d’extended edge-finding de complexité O(nklog(n)) qu’il étant a celui du
timetable-extended edge-finding sans modifier la complexité. Cette extension est basée

sur la notion de décomposition des taches et augmente la puissance de la régle de filtrage.
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